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Prefazione

Questa breve monografia si propone di introdurre in modo piano e sintetico, ma con rigore
logico e grande attenzione ad una definizione precisa delle strutture fondamentali, i primi ele-
menti di Calcolo delle Probabilita per il Corso di laurea in Matematica.

Pertanto si procede nella presentazione di concetti, schemi elementari e variabili aleatorie clas-
siche, che formalizzano esperienze comuni e ipotesi ricorrenti nei modelli fisici, alternandoli con
quadri concettuali di ampio orizzonte e con nozioni e risultati avanzati, particolarmente in con-
nessione con gli sviluppi, che si studieranno in corsi successivi, della teoria generale della misura
e dell’integrazione e con il confronto di convergenze differenti in spazi di funzioni misurabili.
Molta parte del testo € riservata alla descrizione delle variabili aleatorie discrete e di quelle
continue, ma si & cercato di collocare con chiarezza tutti i risultati specifici nella cornice canon-
ica dello studio di variabili generali definite in arbitrari spazi di probabilita, anche per fornire
il linguaggio adeguato ad eventuali studi successivi, ad esempio sui processi stocastici e sulle
equazioni differenziali stocastiche. Sono quindi presenti vari approfondimenti e complementi piu
avanzati che difficilmente possono essere proposti nelle lezioni previste e che non costituiscono
parte del programma d’esame.

Nel quarto capitolo si introduce un breve collegamento con i primi temi della statistica elementare
attraverso esempi di stime intervallari di medie e varianze con prescritto livello di confidenza.
Negli ultimi due capitoli sono presentati e parzialmente dimostrati i teoremi fondamentali del
limite centrale e sulle leggi deboli e forti dei grandi numeri.

Questo testo nasce da una riflessione sui principi fondamentali del Calcolo delle Probabilita e
da una selezione di temi essenziali da parte di un docente di Analisi matematica, che per vari an-
ni si e trovato a svolgere, non come specialista, attivita didattica in un settore disciplinare affine
e affascinante. Il testo & una rielaborazione, completamento ed estensione di appunti preparati
prima per un corso di Calcolo della Probabilita (I modulo) del vecchio ordinamento e poi per
un corso di Calcolo delle Probabilita I della nuova laurea triennale, entrambi tenuti per alcuni
anni presso il Corso di laurea in Matematica della Facolta di Scienze M.F.N. dell’Universita di
Torino.

Ringrazio vivamente tutti i Colleghi, docenti, ricercatori e dottorandi, del settore disciplinare di
Calcolo delle Probabilita, che, con grande pazienza e disponibilita, mi hanno fornito indicazioni
essenziali, assistenza continua, utili chiarimenti e cordiale incoraggiamento.

Torino, dicembre 2004

ANGELO NEGRO
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Capitolo 1

Eventi e probabilita

1.1 Eventi

Nel Calcolo delle probabilita si opera su valutazioni numeriche normalizzate (probabilita) di
eventi. Una famiglia di eventi & = {E,, Eg, E,,...} , ai quali verra assegnata una probabilita,
si puo pensare come un modello astratto di una famiglia di risultati possibili di un esperimento
S, essendo la realizzazione effettiva di ciascun risultato soggetta a una misura di incertezza, e
quindi “dipendente dal caso.

Ad una famiglia di eventi si puo far corrispondere una famiglia F = {fa, fs, fy,...} di
proposizioni che 1li descrivono e che possono risultare vere o false al termine dell’esperimento S,
“secondo il caso.

E opportuno studiare famiglie sufficientemente ampie, precisamente, considerando propo-
sizioni che descrivono eventi, tali che valga almeno 'implicazione

frgeF =~f fVg(equindif Ng...) € F.

I connettivi proposizionali = , A,V indicano come al solito la negazione, la congiunzione, la
disgiunzione (non esclusiva). Pill interessante ¢ il caso in cui connettendo un’infinita numerabile
di proposizioni si ottengano ancora proposizioni della famiglia, ad esempio:

fi,fo,fay. € F = fivVfaVfsVv ..eF.

Le operazioni f AND g e f XOR g determinano in F una struttura di algebra di Boole (o-
algebra, nel caso di ammissibilita di un’infinitd numerabile di operazioni). X OR funge da somma
e AND da prodotto, e f AND f=f.

(f AND g @& vera se e solo se f e g sono entrambe vere, mentre f XOR g & vera se e solo se
una sola delle due proposizioni f e g & vera. f AND g ha lo stesso significato di f A g).

Ricordiamo che A ¢ un’algebra di Boole se e solo se é un’algebra e ogni elemento & idem-
potente : a € A implica a®> = a. Ne segue che ogni elemento coincide con il proprio opposto
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(a = —a) e che A risulta necessariamente commutativa (ab = ba per ogni coppia a, b).

Spesso le proposizioni che si considerano, o i risultati dell’ esperimento che esse esprimono,
sono formulate in termini di appartenenza di un elemento w, che codifica gli esiti “elementari

dell’esperimento S, ad un insieme A, sottoinsieme di un insieme di riferimento o “sample space
Q:

f=%weA”.
Gli eventi sono allora rappresentati da una famiglia A = {A,, Ag, A,,...} di sottoinsiemi di Q2.
E sempre possibile rappresentare fedelmente una o-algebra di Boole con una o-algebra di sot-
toinsiemi di un opportuno insieme € (M.H. Stone, 1936).
La moderna teoria del Calcolo delle probabilita, che si puo assumere fondata con la memoria di
A.Kolmogorov del 1933, ricorre sistematicamente a tale rappresentazione.
Qualche esempio di di corrispondenza, indicata con “—, tra proposizioni composte mediante con-

nettivi proposizionali e relativi insiemi costruiti mediante corrispondenti operazioni insiemistiche
e fornita dalle formule seguenti. Se

f—)Aag—>Bafk—>Ak;

allora:
- f — A° (oppure — A, oppureA)

fAg — AN B
fXORg — A A B = (A—B)U(B- A)

fVg— AUB, iVfaVfzV.. — AjUAUA3U... = UNA,

1.2 o-algebre di insiemi e spazi misurabili

Sia © un insieme non vuoto ed A una famiglia non vuota di sottoinsiemi di 2 (A C P(Q)).
Si dice che A & una o-algebra (di sottoinsiemi di Q) e (Q2,.4) & uno spazio misurabile se valgono
le proprieta seguenti:

1)Ae A =A% A
2) Ap e Apern=1,2,3,... = U4, A.

Ne segue che se A, B, A,, sono elementi di A, anche
Q=AUA ANB=(A°UB°°, 0 =0Q°,

A— B, AN B, Nt A, sono elementi di A.

In generale, un’infinita numerabile di operazioni insiemistiche su elementi della o-algebra pro-
duce un insieme ancora appartenente alla o-algebra.

Se in 2) ci si limita ad unioni finite, e quindi si pretende soltanto che A sia stabile quando si
esegue un numero finito di operazioni insiemistiche, si dice che A & un’algebra.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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1.3 Esempi clementari

Si osservi che se €2 ¢ finito ogni algebra ¢ una o-algebra.

1) Esperimento S : due tentativi, per ciascuno di essi due possibilita s, f (successo, falli-
mento).

Q = {ss,sf, fs,[[}
Ao = {0,9Q} algebra banale;
Ar = {0, {ss,sf}, {fs, f},Q} -

se AeA; ed weQ), Paffermazione weA non fornisce informazioni sul risultato del secondo tentativo;

-A2 = {07{535f8}5{8f7ff}59} :

se AeS ed wef), affermazione weA non fornisce informazioni sul risultato del primo tentativo;

Az = {0, {ss}, {sf, fs}. {ff}{ss, [} {ss.sf fsh Asf. fs, ff},Q}

se AeAsz ed wef), Daffermazione weA fornisce informazioni sul numero di risultati, non sul fatto
che essi siano stati ottenuti nel primo o nel secondo tentativo;

2) Esperimento S : sucessione infinita di tentativi ripetuti
w: Nt — {5 f}

[esempiow = (s, f,f,s,8,8,f,...), wpn vale s oppure f].

Si pud prendere provvisoriamente A = P(§2) . Purtroppo, nella maggior parte dei casi impor-
tanti, non sara possibile assegnare in modo coerente una probabilita ad ogni sottoinsieme di €.
Converra allora limitarsi a o-algebre piu piccole, ma tuttavia sufficientemente ampie perche in
esse siano presenti tutti i sottoinsiemi C' (detti cilindrici) della forma

C={weQ|wk =21, Wk, = T2, .0k, =T |,

dove n & un intero (finito) arbitrario e arbitrari sono sia gli indici k1 < ko... < ky, che i valori
X1, Xo,..xn €{s, [}

L’insieme C ¢ quindi formato da tutte le successioni nelle quali & prescritto il risultato (successo
o fallimento) in un numero finito di prove (tentativi) esattamente individuate, mentre il risultato
nelle altre prove della successione puo essere qualunque.

3) Esperimento S : selezionare (colpire con un proiettile puntuale) un punto di un disco D
(bersaglio) di centro O e raggio R. Si puo prendere

Q=D ed A= L(),

insieme di tutti i sottoinsiemi A di D dotati di area (nel senso di Lebesgue). Se z ¢ il punto
colpito, interessano le proposizioni del tipo = € A.

(Anche in questo caso si vorrebbe A = P(2), ma allora non sarebbe possibile assegnare in modo
utile e coerente una probabilita ad ogni evento).

Universita di Torino, a.a. 2003-2004
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1.4  Probabilita (misura di probabilits)

Una misura di probabilita P & una valutazione degli eventi con un indice numerico,
convenzionalmente compreso tra 0 e 1, dunque un’applicazione

P: A — [0,1],
normalizzata e numerabilmente additiva, cioe tale che
PQ)=1

e per ogni successione Ay di eventi disgiunti (4; N A; = 0)

P(U:;Ak) - Z;P(Ak) .

[Conviene richiedere 1'additivitd numerabile, invece dell’additivita semplice (cioé concernente
soltanto unioni finite).]

La probabilita di un evento A, P(A), ¢ un indice quantitativo del “grado di certezza dell’evento
(casuale).

Una stessa g-algebra puo essere utilizzata per descrivere esperimenti S differenti ed in essa si
possono introdurre diverse misure di probabilita.

Un esperimento S, con risultati “dipendenti dal caso, & descritto da uno spazio di proba-
bilita o spazio di misura con misura normalizzata ad 1, (2, A, P), dove A & una o-algebra in )
e P una misura di probabilita definita su A.

L’esperimento ideale S & un modello (probabilistico) di un esperimento reale (o di piu esperi-
menti reali).

Nella scelta del modello astratto, ed in particolare nella scelta della misura di probabilita, si
pongono i seguenti problemi:
a) come assegnare le probabilitd, ovvero costruire la misura P, sulla base di (poche) ipotesi
elementari, in modo razionale (coerente) ?
b) quale utilita, efficacia, nell’analizzare ’esperimento e stimarne i risultati, ha il modello prob-
abilistico?
Tali problemi sono strettamente connessi con
¢) linterpretazione pratica del concetto di probabilita,
che a sua volta puo suggerire
d) metodi di stime delle probabilita ideali.

1.5 Esempi di spazi di probabilita

Negli esempi che seguono, tranne ’esempio 3), lo spazio di probabilita Q & finito e a tutti
gli eventi elementari {w}, costituiti da un singolo elemento, si assegna la stessa probabilita. Ne
segue che la probabilita di un evento A & uguale al rapporto tra il numero di elementi di A (casi
favorevoli ) e il numero complessivo di elementi di Q (casi possibili ). Si parla allora di prob-
abilita classica e valutazione delle probabilita si riduce a questioni di cardinalita, che talvolta

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



A Negro, Elementi di Calcolo delle Probabilita 9

non sono semplici e richiedono risultati di calcolo combinatorio.

1) Roulette (onesta): lo 0 ¢ verde, degli altri numeri 18 sono neri e 18 rossi; assumiamo che
la pallina possa fermarsi con la stessa probabilita su ogni numero.

0 =4{0,1,2,3,...,36}, A=P(Q), P({n}) =pn =,

dunque per 'additivita:

36 1
P@) =) ~ pn=3Tp=1,p= 37

P(A) = ZnsA pn = p card(A)
Cosi levento R = {nef)/ n & “rosso”} ha probabilita 18/37.

2) Due dadi (non truccati):

Q={1,1),(1,2),..,(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)} , A =P(Q),

1

PU(m.m}Y) = pmn = = 3¢

Cosi l'evento A = {(m,n)e/ m +n =4} = {(1,3),(2,2),(3,1)} ha probabilitd p card(A) =
3/36 = 1/12.
3) Bersaglio circolare:

Q={X = (z,y)eR? / 2> +y* < R*}, A= L(Q),

dunque, supponendo tutti i punti del disco equivalenti ed essendoci in 2 infiniti punti:
P({X}) =0e P(A) = Cost area(A), P(Q) = Cost © R?,

dunque Cost = 1/(7R?) e per

A={X = (z,y)eR? / 2* +y* <1’} : P(A) = = (%)%

4) Frequenza di caratteri in una popolazione:

Q (popolazione) & costituito da un insieme finito di individui; C1, Cs, ..., C; sono strati della
popolazione (sottoinsiemi disgiunti, la cui unione & 2, degli individui che possiedono i caratteri
1,2, ..,1).

Supponendo di estrarre “a caso un individuo w della popolazione (tutti gli individui hanno la
stessa probabilita di essere estratti), la probabilita che si presenti il carattere k é:

card(Cy)

P(Ch) = card(Q)

Universita di Torino, a.a. 2003-2004
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5) Configurazioni in meccanica statistica:

A) Statistica di Maxwell-Bolzmann: n sistemi “distinguibili, ciascuno dei quali puo trovarsi in
uno qualunque di ! stati, indipendentemente dallo stato degli altri sistemi (oppure: n particelle
distinguibili che possono assumere [ livelli di energia “senza esclusione). Le configurazioni sono
applicazioni w che ad ogni sistema (diciamo il sistema numero j) associano lo stato (diciamo lo
stato numero s;) corrispondente:

w = (81,82,...,8n), dove 1 <s; <1,

dunque

card(2) =1 .
Siano Kj(w), Ka(w), ..., Kj(w) i numeri di occupazione dei vari stati: Kj(w) + Ka(w) + ... +
Kj(w) = n. Consideriamo, selezionando “a caso una configurazione qualunque, ’evento

A = {weQ K1 (w) = k1, Ka(w) = ke, ..., Kj(w) = ki },

dove k1 + ko + ... + k; = n. Allora

n!

P(4) = Ky Vol !

/"

infatti si pensi a n posti ('ordine con il quale li esaminiamo & indifferente), k1 dei quali devono
essere etichettati con il carattere l; (primo stato o livello), ko dei quali con Iy ... k; con ;. Dob-
biamo selezionare ki posti tra gli n disponibili, quindi ks posti tra gli n — k1 rimasti disponibili
..., € dunque abbiamo

n n— ki n—k—..—k_o . _ n!
A ki ) = Tkl el
Si osservi che

n!
> T kl'1’f11k2...1kl =(1+1+..+)"=1".
kl=n 1:R2:...K[.

B) Statistica classica con esclusione: n sistemi “distinguibilied [ stati, con [ > n, in ciascuno dei
quali puo trovarsi al piti un sistema (oppure: n particelle distinguibili che possono assumere [ liv-
elli di energia “con esclusione). Le configurazioni sono applicazioni iniettive w che ad ogni sistema
(diciamo il sistema numero j) associano lo stato (diciamo lo stato numero s;) corrispondente:

w=(81,82,...,8n), dove 1 <s; <1, s;#sjsei#j.

dunque

card(Q) =1(1-1)(1—-2)...(l—-n+1) = =)

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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Siano Kj(w), Ka(w), ..., Kj(w) i numeri di occupazione dei vari stati: Ki(w) + Ka(w) + ... +
Ki(w) = n e ogni K(w) = 0 oppure 1. Consideriamo, selezionando “a caso una configurazione
qualunque, ’evento

A = {weQ K1 (w) = k1, Ka(w) = ko, ..., Kj(w) = ki },

dove le k; sono assegnate e tali che: ky +ky + ...+ k =n e k; = 0 oppure 1. Dunque le k; =1
sono esattamente n e individuano una selezione di n stati tra gli [ possibili, allora le w € A
descrivono la disposizione degli n sistemi negli n stati selezionati. Pertanto

I(l —n)!
card(A) =n! equindi P(A) = n(lli'n) ,
ovvero )
PA) = ——
()
n

C) Statistica di Fermi-Dirac: n sistemi “indistinguibili ed [ stati, con [ > n, in ciascuno dei
quali puo trovarsi al pilt un sistema (oppure: n particelle indistinguibili che possono assumere
[ livelli di energia “con esclusione). Le configurazioni sono classi di equivalenza di applicazioni
iniettive w che ad ogni sistema (diciamo il sistema numero j) associano lo stato (diciamo lo
stato numero s;) corrispondente. Sono equivalenti applicazioni con la stessa immagine (i sistemi
sono indistinguibili) e sono quindi univocamente descritti dall’elenco degli stati occupati, che
puo essere fatto assegnando un codice k;, 1 oppure O rispettivamente se lostato j € occupato o
non occupato:
w=[(s1,82,...,5n), dove 1 <s; <1, s;#sjsei#jl =

= (k1,ko,....,k;) dove kj; =0 oppure 1 , k1 + ks + ...+ k1 =n.

dunque
l!

card(Q)) = A= m

l
numero di sottoinsiemi di n elementi scelti tra [ possibili, ovvero ( n ).

Se l'evento A & definito come nel caso precedente, risulta card(A) =1 e quindi

D) Statistica di Bose-Eistein: n sistemi “indistinguibili, ciascuno dei quali pud trovarsi in uno
qualunque di [ stati (oppure: n particelle indistinguibili che possono assumere [ livelli di energia
“senza esclusione). Le configurazioni sono classi di equivalenza di applicazioni, non necessaria-
mente iniettive, w che ad ogni sistema (diciamo il sistema numero j) associano lo stato (diciamo

Universita di Torino, a.a. 2003-2004
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lo stato numero s;) corrispondente. Sono equivalenti applicazioni con lo stesso numero k; di
sistemi nel medesimo stato ¢ (i sistemi sono indistinguibili):

w=[(s1,82,...,5n), dove 1 < s; <[] =
= (k‘l,kg, ...,kil) dove k; >0, k1 + ko +... + ki =n.

Le w si possono mettere in corrispondenza biunivoca con le scritture del tipo

pptptpppttptp |

che in qusto caso (n = 8 e I = 6) indica 2 particelle nel primo livello, 1 nel secondo, 3 nel terzo,
0 nel quarto, 1 nel quinto e 1 nel sesto. Sono scritture che debbono essere formate da | +n — 1
lettere, delle quali I — 1 sono la lettera ¢ (tagli tra livelli) e n sono la lettera p. Queste scritture
sono tante quanti i sottoinsiemi di [ +n — 1 elementi (posti) formati da n elementi (lettere p).
Dunque

I4+n—1)!
card()) = 7(7”([ — 1)') ,

l+n—-1
ovvero ( n ).

Se l'evento A & definito come ne caso precedente, risulta card(A) = 1 e quindi

PO ==

n

1.6 Probabilita e frequenza

Supponiamo di ripetere un esperimento S n volte: Si,S2,S3,... , evitando che risultati
precedenti influenzino esperimenti successivi. Si consideri un evento A di probabilita P(A) = p;
sia F,, (frequenza) il numero di volte che A si verifica nel corso delle n prove indipendenti ed
fn = F,/n la frequenza relativa .

Possiamo definire un esperimento unico ¥ = §; x Sy X ... x Sy, che consiste nel ripetere
indipendentemente n volte S, e possiamo coerentemente costruire una misura di probabilita
P(") associata a tale esperimento., come si comprendera meglio in seguito, dopo aver precisato
il concetto di indipendenza.
Si puo dimostrare che per ogni § > o

POY(Ify 9] 2 ) < P,
che risulta minore di qualunque € > 0 assegnato, purche n sia sufficientemente grande, cioe
maggiore di un opportuno N dipendente da e.
Dunque la frequenza relativa “converge in probabilita alla probabilita ideale p (caso particolare
della legge debole dei grandi numeri ).
In un certo senso un grado di fiducia p per un evento A implica al crescere di n un “sempre
maggior grado di fiducia che lo scarto tra la frequenza relativa e la probabilita ideale non superi
un livello prefissato § (comunque piccolo).
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1.7  Alcune regole di calcolo delle probabilita
1) P@)=0,
infatti P(A) = P(AU0) = P(A) + P(0).
2) P(A¢) =1 — P(A) ,
perche AUA®=Q, ANA°=0e P(Q) =1
3)Se BC A, B, AeA , allora P(B) < P(A) (monotonia ).

infatti A = BU (A — B) e dunque, essendo B e A — B disgiunti, risulta P(4) = P(B) +
P(A— B) > P(B). Si ha inoltre P(B — A) = P(B) — P(A).

4) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),

infatti AUB = AU (B — A), B= (B — A)U (AN B), essendo le unioni disgiunte, e dunque
P(AUB)=P(A)+ P(B — A), mentre P(B— A)+ P(AN B) = P(B).

Si osservi che P(B) = P(BN A) + P(B N A°) e quindi per esempio P(B N A¢) = P(B) —
P(BNA).

5)Sepern=1,2,... A, C A,41, allora (continuita )
P(U Ap) =lim, oo P(Ay) ,
n

infatti, posto Ag =0, A =U,A, = Un(A, — Ap_1), e poiche I'ultima unione ¢ disgiunta, in
virtu delle o-additivita:

+o0 n
P(A) = Zk:l P(Ar — Ap_1) = limy_ oo Zkzl P(Ar — Ap_1) = limy— 00 P(A,).

6) Similmente se per n=1,2,... A, 2 A,41, allora
P(ﬂ Ap) =lim, oo P(Ay) ,
n
infatti AS C A%, , UpAS = (N 4,)° , dunque

P(ﬂn A)=1- P(Un A) =1 —lim, P(AS) = lim, (1 — P(A%)) = lim, P(A,).
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14 Capitolo 1. Eventi e probabilita

1.8 Probabilita condizionale e indipendenza

Introduciamo due concetti che avranno un ruolo essenziale negli sviluppi successivi.

Definizione. Siano A, BeA e P(B) # 0: si dice probabilita condizionale di A dato B il
rapporto

P(ANB)
P(AB) = ———
(IB) = =55
Ne segue che P(AN B) = P(A|B)P(B) .
L’uguaglianza precedente sarebbe ancora vera con P(B) = 0, se fosse definito (comunque)

P(A|B).
E facile dimostrare il seguente

Teorema. (2, A, P(-|B)) é uno spazio di probabilita. Inoltre, posto Agp = {AN B | AeA}
e Pg(E) = P(E|B) per E € Ap, (B, Ap, Pg) é uno spazio di probabilita .

Infatti Ap € una o-algebra e, se A = A3 U A3 U ... con Aj, Ag, ... disgiunti, si avra AN B =
(A1NB)U (A2 N B)U... con (A1 N B), (A2 N B), ... disgiunti, e quindi

P(ANB) P(A, N B)
P(B) Zk P(B) ’
vale a dire
P(A|B) = Zk P(AL|B).
Ovviamente P(Q2|B) = P(B|B) = 1.

Osservazione. Nel teorema precedente B e fisso. Se al contrario si facesse variare B , tenedo
fisso A, non si avrebbe una misura. Infatti applicazione B — P(A|B) in generale non & additiva.

Sia ad esempio
B=B,UB;y, BlmBQZQ,P(B1)>O,P(B2)>O.

Allora
_P(AnB) P(ANDB))+PANDBy)
PUAIB) = —p) = PB) -
P(A|B1)];(£;)) +P(A|Bz)l;(f;)) < P(A|By) + P(A|Bs) .

Regola dela probabilita totale.Sia By, B, ..., B,, una partizione di ) , allora
n
P(A) =3 P(A[B)P(By).
Infatti A= (AN B1)U (AN By)U...(AN B,) ¢ una unione disgiunta e quindi

P(A) = Zk P(AN By).
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La regola vale anche per partizioni By numerabili.

Proposizione.
P(A1NAyN Az) = P(A1)P(A3]|A1)P(As|A1 N As) .
Infatti

P(A; N Ay) P(A; N Ay N As)
P(4,)  P(ANAy)

P(A1)P(A5|A1)P(As| Ay N Ag) = P(Ay)

La proposizione si generalizza facilmente al caso di n eventi Ay, ... A, .

Teorema di Bayes. Sia C1,Cs,...,C,, una partizione di Q e P(D) # 0, allora

P(D|Cr)P(Ck) _ P(D|Cy)P(Ch)
P(D) >, P(D|C;)P(C5)

P(Cy|D) = L k=1,2,...n.

Infatti il secondo denominatore & P(D) # 0, per la regola delle probabilita totali, e
P(Ckx|D)P(D) = P(Cy N D) = P(D|Cy)P(C) .
Lo stesso risultato vale per partizioni numerabili.
Indipendenza di due eventi. Due eventi A e B si dicono indipendenti se
P(ANB)=P(A)P(B) .
Dunque se ad esempio P(B) # 0 risulta
P(A|B)=P(A) .
(L’informazione che l'evento B si & verificato non cambia la probabilita che si verifichi ’evento
él).s)servazione 1. Se A e B sono indipendenti, anche A e B , oppure A e B¢, sono indipendenti.

Pertanto A° e B¢ sono indipendenti.
Infatti

P(A°NB)=P(B)-P(ANB)=P(B)—P(B)P(A)=(1-P(A))P(B) = P(A°)P(B) .
Osservazione 2. Se A ¢ indipendente sia da B che da C, allora
i) se B D C A é indipendente da B — C;
ii) se B e C sono disgiunti (BN C = () allora A ¢ indipendente da B U C'. Infatti
P(ANn(B-C))=P(ANB)—-P(ANC)=P(A)P(B)— P(A)P(C)=P(A)(P(B)— P(C)) ;

P(AN(BUCQ)) = P(ANB) + P(ANC) = P(A)P(B) + P(A)P(C) = P(A)(P(BUC)) .
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16 Capitolo 1. Eventi e probabilita

Eventi mutuamente indipendenti. Gli eventi Ay, Ao, ..., A, si dicono mutuamente
(congiuntamente) indipendenti (o semplicemente indipendenti, se il contesto non lascia
dubbi) se e solo se per ogni 1 < k < n e per ogni scelta di indici 1 < j1 < jo... < jr < n
si ha

P(Ajl mAjz n.. mAjk) - P(Ajl)P(Aj2)"'P(Ajk) :
Ovviamente eventi indipendenti sono a due a due indipendenti. In generale non vale I'im-
plicazione inversa. Per rendersene conto si consideri il seguente semplice esempio:

Un’urna contiene quattro biglietti, sui quali compaiono rispettivamente i codici 1,2,3 e 123.
Si estrae a caso un biglietto (tutti i biglietti hanno la stessa probabilita di essere estratti). Sia
A; Pevento “e comparsa la cifra j. Allora P(A;) =1/2, P(AjNAg) =1/4 per j # k e gli eventi
Ay, Az, A3 sono dunque a due a due indipendenti. Ma essi non sono mutuamente indipendenti
perche P(A; N AxNA3)=1/4enon1/8.

Pit in generale gli eventi di un insieme infinito Z si dicono mutuamente indipendenti se e
solo se ogni sottoinsieme finito di Z ¢ costituito da eventi mutuamente indipendenti.

Osservazione 1. Se A1, As, ... A, sono mutuamente indipendenti, anche A$, As, ...A,, sono
mutuamente indipendenti.
Infatti
P(Ajl n Aj2 n..n Ajk) - P(Aj1 )P(AJ2)P(A]k)

se nessuna delle j; = 1. Altrimenti sia ad esempio j; = 1 e poniamo B = A;,N...NA;, . Essendo
A; e B indipendenti, tali sono anche A{ e B , dunque

P(ATNAj,N..NA;)=PA]NB) = P(AT)P(B) = P(A})P(4;,)..P(4;,) .

Piu in generale se nella sequenza Aq, As, ... A, si sostituisce un numero arbitrario di eventi con
i loro complementari si ottiene ancora una sequenza di eventi mutuamente indipendenti.

Osservazione 2. Se Ay, As, ... A, sono mutuamente indipendenti, uno qualunque di essi &
indipendente da ogni evento che si puo ottenere mediante usuali operazioni insiemistiche sugli
altri.

Limitiamoci ad un esempio: siano A, B, C, mutuamente indipendenti, allora A & indipendente
da BN C e da BUC. Infatti, esplicitando in questo caso particolare il calcolo sottointeso
nell’osservazione precedente, quando si affermava che Ay e B erano indipendenti,

P(AN(BNC))=P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C) = P(A)P(BNC)

e, essendo A, B¢, C° indipendenti, A ¢ indipendente da BN C°. Ma allora A ¢ indipendente da
(B°NC°)°, cioe da BUC.

Se le A; sono a due a due indipendenti, ma non mutuamente indipendenti, il risultato ingenerale
non vale: nell’esempio sopra riportato dell’'urna con quattro biglietti (1, 2, 3, 123) si ha

1 1 3
P(A1N(A2UAg)) = 2 # P(A)P(A UAs)) =5 - 7
Dunque la famiglia T degli eventi indipendenti da A non é in generale una o-algebra, mentre si
vede che, se A, By, Bo, ... sono mutuamente indipendenti, allora tutti gli eventi della pit piccola
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o-algebra alla quale appartengono By, Ba, ... (o come si dice la o-algebra generata da By, Ba, ...)
sono indipendenti da A.

Indipendenza condizionata. A e B si dicono indipendenti dato C, o condizionatamente
indipendenti (con C' evento condizionante), se e solo se

P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C).

Piu in generale, gli eventi Ay, A, ..., A, sono condizionatamente indipendenti dato C se e solo
se la probabilita condizionata dell’intersezione di un numero arbitrario di essi é il prodotto delle
probabilita condizionate degli eventi dei quali si fa I'intersezione.

Essendo P e Po, Pc(ANC) = P(A| C), misure di probabilita su e su C, per 'indipendenza
condizionata valgono le stesse osservazioni presentate sopra per I'indipendenza (non condizion-
ata).

Ad esempio, se A e B sono condizionatamente indipendenti dato C, allora A° e B sono con-
dizionatamente indipendenti dato C'. Basta osservare che AN C e BN C sono indipendenti in
C e A°N C ¢ il complementare in C' di AN C e dunque indipendente in C da BN C:

P(A°NB | C) = Pe((A°NC)N(BNC)) = Po(A°NC)Pe(BNC) = P(A° | C)P(B | C) .

Osservazione. Eventi indipendenti possono non essere condizionatamente indipendenti ed
eventi non indipendenti possono essere condizionatamente indipendenti.
Si considerino i seguenti semplici esempi, nei quali avremo sempre

Q={wi; tij=1.6, Plwj) = per ogni i e j

1
36
(lancio di due dadi indipendenti non truccati).
1) Siano

A={wi;|i=1V (i>3Aj=6},B={w,|(G=1Ai<3)Vi=6},

C={wy;li<3},C={wy,li>3}.
E facile verificare che
P(AnB)# P(A)P(B), ma
P(ANB|C) = P(A|C)P(B|C) e P(ANB|C) = P(A|C)P(B|C),

cioe A e B non sono indipendenti, ma lo sono condizionatamente dato C' e anche dato C.
2) Se invece si pone
A={wi;li=1},B={w;lj=1},

C={w;| max(i,j) <2},

si vede che A e B sono indipendenti, sono condizionatamente indipendenti dato C, ma non sono
condizionatamente indipendenti dato C.
3) Se prendiamo

C={wi; |[(<2 AN (j<2Vj=5)) V (i25Aj<2)},
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18 Capitolo 1. Eventi e probabilita

allora, restando ovviamente A e B indipendenti, essi non sono condizionatamente indipendenti
né dato C né dato C.
4) Se
A={wijli=1}, B={wy;|j<3Vji=6}, C={w;|j<4},
allora
1 2 3 1

P(AIC) = P(AIC) = P(A) = &, P(B) = 3, P(B|C) = 7, P(B|C) = 5

e quindi A e B sono indipendenti e condizionatamente indipendenti sia dato C' sia dato C.

In generale, se A e B sono indipendenti e condizionatamente indipendenti, sia dato C, sia
dato C, purché 0 < P(C) < 1, allora uno almeno dei due eventi A e B deve essere indipendente
da C'. Infatti, posto

P(A|C) =p;, P(AIC)=py, PBIC)=q., P(BIC)=¢q2, P(C)=0a, B=1—a,

si trova

[ =P(A)P(B) = (pra+p208) (1o + g28) ,
g = P(AN B) = P(A|C)P(B|C)P(C) + P(A|C)P(B|C)P(C) = prqicx + p2q23
g—f= Oéﬁ(pl —p2)(Q1 - q2) .

Dunque, se 0 < a <1, g = f se e solo se p1 = p2 oppure ¢; = g2. Nel primo caso P(A) =p; =
P(A|C), cioe A e C sono indipendenti, e nel secondo P(B) = ¢; = P(B|C), cioe B e C sono
indipendenti.

1.9 Esempi di applicazione delle regole elementari di calcolo

Presentiamo alcuni problemi che si propongono di illustrare il ruolo delle regole elementari
di calcolo.

1) Due urne contengono rispettivamente ny ed ny palline, delle quali k1 e ko bianche, essendo
le rimanenti nere. Si considerano le seguenti due procedure:
i) Si sceglie a caso una delle due urne; da essa si estrae una pallina e si registra se essa & bianca.
Si rimette la pallina nell’urna. Si ripetono una seconda volta tutte le operazioni precedenti.
ii) Si sceglie a caso una delle due urne; da essa si estrae una pallina e si registra se essa ¢ bianca.
Si rimette la pallina nell’'urna. Dalla stessa urna si estrae una seconda volta una pallina e si
registra se essa € bianca.
In ogni caso si vince se sono state registrate due estrazioni di pallina bianca. Quale delle due
procedure é piu conveniente?

Denotiamo con 1 e 2 gli eventi “selezione dell’urna numero 1 oppure 2 , che sono scelte “a
caso ovvero ciascuna con probabilitd 0.5. Siano p1 = ki/n1 e p2 = ka/no le probabilita di
estrazione di una pallina bianca dalle due urne. Indichiamo con B I'evento “registrazione di una
pallina bianca in una estrazione e BB 'evento “registrazione di una pallina bianca in entrambe
le estrazioni:
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i) con la prima procedura abbiamo
P(BB) = (P(B|1)P(1) + P(B|2)P(2))* = (0.5(p1 + p2))* = 0.25(p1 +p2)* |
ii) con la seconda procedura abbiamo
P(BB) = P(B|1)*P(1) + P(B|2)*P(2) = 0.5(p3 + p3).

Poiche
pi+p3 > 2pip2 = 2(p +p3) > (p1+p2)?,

la seconda procedura ¢ pitt conveniente.

Se indichiamo con N levento estrazione di una pallina nera, otteniamo che anche P(NN)
& maggiore con la seconda procedura che con la prima. E facile verificare che la probabilita di
ottenere esattamente una pallina nera ed una bianca (’ordine non ha importanza) & ovviamente
maggiore con la prima procedura che con la seconda.

2) Un sistema S ¢é costituito dai componenti Sy, Ss,...,S,. Consideriamo gli eventi, che
assumeremo indipendenti:

Cr = {Sk & difettoso }, k=1,2,...,n
e siano dunque indipendenti gli eventi
Cr = { Sk non ha difetti }, k=1,2,...,n.

Sia p, = P(Ck) e 1 — p, = P(Cy).

Due tecnici Ty e T eseguono controlli indipendenti su ciascun componente Sy. Inoltre, supponi-
amo che gli esiti dei due controlli su Sy, siano condizionatamente indipendenti, sia dato C, sia
dato C}. Consideriamo gli eventi

Dy, ; = {Tj segnala un difetto in Sx} , j=1,2,

e supponiamo che o
P(D;w-|C’k) =q; > 0, P(Dk7j|C’k) =0

e quindi
P(Dy4ICx) =1, P(Dy;|Cr) =1—q; e P(Dy ;) = ¢;pr + 0(1 — px) = ¢;ps-

(Si osservi che Dy 1 e Dy 2 non sono indipendenti, se 0 < py, < 1).

Se almeno uni dei due tecnici scopre un difetto in almeno uno dei componenti il sistema S viene
revisionato e messo in funzione con ritardo (evento E).

Trovare la probabilita dell’evento

D = {S ¢ difettoso, ma ¢ messo in funzione senza ritardo } .

Si potrebbero considerare tutti i casi di non affidabilita di S: S puo essere difettoso perche
un qualunque sottoinsieme non vuoto (ce ne sono 2™ — 1) dei suoi componenti & costituito da
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20 Capitolo 1. Eventi e probabilita

componenti tutti difettosi, mentre gli altri componenti sono tutti affidabili. In ciasuna di queste
2™ — 1 circostanze disgiunte si dovrebbe valutare la probabilita condizionale di non rilevare un
difetto.
E piu semplice seguire un altro procedimento. Consideriamo 1’evento:
F = {S & messo in funzione senza ritardo, abbia o no difetti } ,
allora .

E=F, F= mk(Dk,l n Dk72) R

P(F)=1—-P(E) =1;P(Dy1 N Dg2) .
P(Dk’l n Dkﬁg) = P(DkJ n Dk72|0k)P(Ck) + P(DkJ n Dk,2|C_k)P(C’_k) =
= P(Dy1|Ci)P(Dr2|Ck) P(Ck) + P(Di1|Ck) P(Di 2| Cr) P(Cy) =
=(1-q)1—g)prx+1-1-(1—pk)

Se N & Pevento {S non ¢ difettoso }, allora

P(N) =1II4x(1 — pg) ,F = NUD (unione disgiunta) e
P(D) = P(F) - P(N) .

formula che risponde alla domanda proposta.

3) Come nel caso precedente, sia S un sistema costituito dai componenti Si,Sa,...,Sy.
Consideriamo gli eventi, che assumeremo indipendenti:

Cr = {Sk & difettoso }, k=1,2,..,n

C) = {S). non ha difetti } ,

Sia px = P(Cx) e 1 — px = P(C}). (Per esempio potrebbe essere pi, = 0.01).
1II sistema ¢ controllato da n dispositivi automatici Ty, k = 1,2...,n che operano indipendente-
mente. T} controlla soltanto Sy e blocca tale componente se rileva un difetto. Sia

Ry, = {T}, rivela un difetto in Sy}
e siano note le probabilita condizionali di Ry, rispetto agli eventi Cj, e C:
P(Ri|Ck) = qi , P(Rk|Ck) = e ,

( ad esempio g = 0.99 e e, = 0.005 ) che qualificano la validita del dispositivo di controllo. g
grande indica elevata probabilita di rilevare un difetto esistente, ey piccola indica lieve proba-
bilita di segnalare per errore un difetto inesistente.

Perche si verifichi 'evento A = { il sistema si arresta } & sufficiente che si verifichi almeno uno
degli eventi Ry.

i) Si chiede di calcolare la probabilita di arresto.

Si osservi che - L
A =ULRy, s A =Nk Ry )
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quindi

P(4)=1-P@A) =1-]] P(R).

P(Ry) = P(Ry|Cy)P(Ci) + P(Ri[Ci) P(Cr) = (1 — qi)pr. + (1 — ex)(1 — pr)-

ii) Si chiede inoltre di calcolare la probabilita che il componente Sy, sia difettoso, sapendo
che il sistema si é arrestato.

Per calcolare P(Cy|A) si puo ricorrere al Teorema di Bayes, calcolando quindi in primo luogo
P(A|C;). Poiché L

A= Rj U (RJ n Ui;éjRi) .
unione disgiunta, e

P((R;j N Uiz Ri) N Cj) = P(R;j N C;)P(Uiz; Ri)
per l'indipendenza dei difetti e dei controlli relativi a componenti diversi. Allora
P(A|C)) = P(R;|C;) + P(R;|C;)P(Uig; Ri) = P(R;|Cy) + P(R;|C;)(1 = P(NigsRy)) -

Dunque

P(AIC;) = q; + (1 —¢q;)(1 = #jP(E)) =

=¢+1-g)1- H#j[(l —qi)pi+ (1 —e;)(1—py)])

Naturalmente
P(A|Cy)px

Y51 P(AIC)p; -

P(Cyl|A) =

4) Si considera un carattere C' che pud presentarsi in due varianti A e B (ad esempio occhi
azzurri o bruni). C é determinato dalla copia di geni g1, go ereditati dal padre P e rispetti-
vamente dalla madre M, che possono presentarsi nella forma a oppure b. Se g1 = a e anche
g2 = a si presenta la variante A, in tutti gli altri casi si presenta la variante B (A recessiva, B
dominante).

Per quanto concerne la popolazione dei genitori le quattro configurazioni possibili hanno prob-
abilita assegnate:

P4 def aa) =ps, P(3 def ab) = p3 , P(2 def ba) =p2 , P(1 def bb) =p1 .
(Ad esempio potrebbe essere p; = 0.25 per j =1,2,3,4).
Supponiamo che P o M si trovino, indipendentemente, in una delle configurazioni possibili e
supponiamo inoltre che la probabilita di eriditare il pimo o il secondo gene, sia da P che da M,
siano eguali e quindi pari a 0.5.
Supponendo di sapere che nel figlio il carattere C' ha assunto la versione A, calcolare la proba-
bilita (condizionale) che entrambi i genitori si trovino nella configurazione 4.
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Consideriamo le 16 coppie ij di configurazioni possibili 7 per P e j per M (i, j =1,2,3,4).
Pensando di usare il Teorema di Bayes si devono calcolare le probabilita condizionali P(AF|ij),
dove AF & ’evento “il figlio F' presenta la versione A del carattere C, conoscendo gia le P(ij) =
pipj (1/16 per esempio).

P(AF|1k) = P(AF|k1) =0, k=1,2,3,4, P(AF|44) =1,
P(AF|j4) = P(AF|4j) = % sej=23,

1
P(AFlij) = 7 sei,j=2.3.

Dunque
P(AF|44)p?
P(44]|AF) = (AF|id)ps
Zi,j P(AF|ij)pip;

Nell’esempio
L 1
16

1-
P(44]|AF) =
(44]AF) (7T-0+1-14+4-3+4-7)

N
5l

¢ il risultato cercato.

5) Trasmissione di lettere: siano disponibili n (ad esempio 21) caratteri cy,ca, ..., ¢, € si
considerino trasmissioni di parole casuali T formate da [ lettere casuali (ad esempio 5) Ty T5... T},
ciascuna delle quali possa essere uno qualunque degli n caratteri disponibili. Per ogni lettera
trasmessa T}, vi sia la stessa probabilita (1/n) di essere uno qualunque dei caratteri disponibili.
Le lettere siano trasmesse indipendentemente, quindi per la parola trasmessa T vi sia la stessa
probabilita (1/N) di essere una qualunque delle N = n! possibili stringhe t di [ caratteritits...t;.
La trasmissione delle lettere sia soggetta a disturbi. Si indichi con R la parola ricevuta formata
dalle lettere R1R>...R;. Si indichino con

{T=t} e {R=r}

gli eventi: “é stata trasmessa la stringa t ed “é stata ricevuta la stringa r.

Si supponga che, per ogni carattere, in qualunque posizione, la probabilita di trasmissione senza
errore sia p (ad esempio 0.9), indipendentemente dai caratteri presenti nelle altre posizioni e
dalla trasmissione corretta o meno delle altre lettere; quindi per ogni j:

n
E 1

P(Rj:Tj): P(Rj:ck|Tj:ck)P(Tj:Ck):n-p-ﬁzp,
k=1

In caso di errore venga ricevuto uno qualunque degli altri caratteri, ciascuno con probabilita
1/(n—1). Trovare la probabilita che sia stata trasmessa la stringa 6 sapendo che ¢ stata ricevuta
la stringa p (ad esempio 8 = ROTTO , p = ROSSO).

In questo caso possiamo utilizzare la formula di Bayes nella versione pitt semplice:
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Si vede facilmente che

1 1 1 n—1 1
P(TZG):N:W“P(R:P):(EPJF (1-p)

n—1

1 — )
P(R = p|T = 6) :pl—l(nf;)l = P(T=0lR=p) .

dove i ¢ il numero di caratteri diversi tra 6 e p.
Nel caso dell’esempio P(T = 0|R = p) = (0.9)3(0.1)?20~2 == 0.000018225.

6) Ago di Buffon. In un piano é presente una griglia costituita da infinite rette parallele (fili)
rj,jeZ, con distanza costante tra rette adiacenti pari a 2. Un segmento (ago) di lunghezza |
viene lanciato “a caso sul piano, parallalelamente ad esso.

Trovare la probabilita che I’ago colpisca uno dei fili.

Utilizziamo un riferimento cartesiano con l'asse x coincidente con il filo r; immediatamente
“sotto la posizione dell’ago nell’istante in cui questo colpisce il piano. La posizione dell’ago e
determinata dall’intero j, dalle coordinate x,y dell’estremo A piu “basso dell’ago e dall’angolo
¥ formato dal segmento AB con il semiasse positivo delle x.

jeZ, —co<r <400, 0<y<2l,0<9<7m.

Interpretiamo la dizione “lancio a caso come assunzione di totale equivalenza delle posizioni
possibili, nel senso di equivalenza dei punti (j, x,y, ") e piu precisamente ancora nel senso che:

area(E)

Q=ZxRxQ , Q =]0,2]] x [0,7[, P(ZxRxE):Mea(Q)

se £ CQ,,

supponendo E dotato di area nel senso di Lebesgue: E € L(£2,).

Ovviamente area(§,) = 27l ed il filo immediatamente “superiore all’asse x & colpito se e
solo se 'ordinata di B supera 2. Ci interessa dunque ’evento

ZXxRxE, E={y+l-sin(¥)>2}={y>20—1-sin(9) }

per il quale

area(E) = /O7r (20— (2l =1 sin(¥)))dY = /O7T l-sin(¥)dd =21 .

Dunque

P(ZxRxE):%:%.
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Capitolo 1. Eventi e probabilita
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Capitolo 2

Variabili aleatorie reali discrete

2.1  Variabili aleatorie reali

Una variabile aleatoria reale X ¢ una funzione che assume valori reali “dipendenti dal caso e

per la quale & possibile assegnare una probabilita ad ogni proposizione di una famiglia sufficien-
temente ampia di affermazioni coinvolgenti la funzione X.
Piu precisamente, sia (€2,.4, P) uno spazio di probabilita, che immaginiamo associato ad un
esperimento S. Una funzione X :  — R assume un valore X (w) dipendente dal risultato w
dell’esperimento S. B importante poter assegnare una probabilita alle proposizioni “X assume
valori compresi tra a e b, dove a e b suno due numeri reali arbitrari. Consideriamo allora soltanto
funzioni X tali che per ogni a < b € R l'insieme {w € Q | a < X(w) < b} sia un evento, cioe
un insieme di A. Essendo A una o-algebra, si puo vedere che, in tal caso, sono eventi tutti gli
insiemi {w € Q | X(w) € B}, dove B & un qualunque insieme Boreliano di R. Si dice allora
che la funzione X ¢ misurabile. I Boreliani costituiscono, per definizione, la piu piccola o-
algebra alla quale appartengono tutti gli aperti, che nel caso di R si possono sempre presentare
come unione numerabile di intervalli (volendo disgiunti). D’altra parte si vede che & sufficiente
chiedere che, per ogni ¢ € R l'insieme {w € | X(w) < ¢} sia un evento. Arriviamo allora alla
seguente

Definizione. Sia (Q,.A, P) uno spazio di probabilita. Si dice variabile aleatoria (v.a.)
reale ogni funzione

X : 00— R

misurabile, cio¢ tale che
VeeR {wef) | X (w) < cleA.

L’insieme sopra indicato si scrivera pitt semplicemente {X < c}.

Sarebbe equivalente chiedere che {X > ¢} oppure {X < ¢}, o {X > ¢}, o ancora X ~!(]a,b[)
appartengano ad A, ovvero siano eventi.
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26 Capitolo 2. Variabili aleatoreie reali discrete

2.2  Variabili aleatorie reali discrete

Si dice che X e discreta se puo assumere solo un numero finito o al pitt un’infinita numerabile
di valori distinti. E certamente questo il caso se 2 ¢ finito o numerabile.

Se zj sono i valori distinti che la variabile aleatoria X puo assumere, si dice densita di X
la funzione

fx(zp) =pp =P(Ap), Ax={weQ|X(w)=ua}.

Si dice distribuzione (cumulativa) di X la funzione della variabile reale ¢

Fx(c) = P({X < c}) .

Indipendenza di variabili aleatorie discrete.

Definizione: le v.a. X e Y, che possono assumere i valori xy, e y;, si dicono indipendenti
se per ogni coppia (k,1) risulta:

il =P(X =2 AY =y) =P(X =a,)P(Y = y) =pin] -

Osservazione. Se X e Y sono indipendenti, anche X —ce Y — d, dove ¢ e d sono costanti, sono
indipendenti.

Se X,Y,...Z sono v.a. discrete che possono assumere i valori x,yi, ...2m, si dice densita
congiunta di XY, ...Z la funzione

fX,Y,...Z(xk;yh Zm) = P(X =z ANY = (T IANPIAN 7 = Zm) .
Talvolta scriveremo piu brevemente fx y,. z(k,I,...m).
Lev.a. X1, Xo,...X,, ... si dicono mutuamente indipendenti se, fissati comunque gli indici
1 <ji < j2... < jm e i valori ammissibili x,, Tk, ,...2k,,, per gli eventi { X;, = xx, }, { X;, =
Tky by { Xj,, = Tk, } risulta:
P{ Xj, =ap, 30 { Xy, =2k, }oo N{ X, =25, }) =
=P({ Xj, =ay, PHP{ Xjo =2k, 1P Xj,, =7k, }) -

Dunque, scelti arbitrariamente 'intero n e n valori ammissibili x1, 2, ...x,, gli eventi { X1 =
z1 }, { Xo=a9 },... { X, =, } sono mutuamente indipendenti.

Si vede immediatamente che X e Y sono indipendenti se e solo se la densita congiunta
fxy (k1) é il prodotto delle densita fx (k) e fy(l).
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2.3 Distribuzione binomiale (Schema di Bernouilli)

Si considerano n prove (mutuamente) indipendenti (un esperimento S viene ripetuto n volte,
essendo i risultati di ciascuna prova indipendenti dai risultati delle altre). In ogni prova un
determinato evento E puo verificarsi con probabilita p (successo: s) o non verificarsi con prob-
abilith ¢ = 1 — p (insuccesso o fallimento: f).

Come insieme di riferimento 2 considiamo l'insieme delle scritture o stringhe del tipo w =
sffsssfsff (in questo esempio n = 10 ), che indica un successo nella prima prova, un fallimento
nella seconda e terza prova, .... Essendo ) finito possiamo prendere A = P(2) e introdurre una
misura di probabilita ponendo

Plw|lwg=s})=p, k=12.n,

dove wy, indica la k-esima lettera (componente di w, coerentemente con l'ipotesi fatta sulle singole
prove, e assumendo che gli eventi { w | wy = s } siano mutuamente indipendenti. Si trova allora
per un arbitrario w, scrivendo brevemente P(w) in luogo di P({w}), e per un arbitrario evento
A:
P(w) = K@K pa) =3 P(w),
weA

dove K(w) & il numero di successi in w, cioé il numero di caratteri s nella stringa w. Se invece
dei simboli s ed f si usassero le cifre 0 ed 1, indicando sempre con wy, la k-esima componente di
w, si avrebbe

K(w)=w; +wy+ ... +wp.

K ¢ una variabile aleatoria discreta che puo assumere i valori 0,1, 2, ...n. La probabilita che K
assuma un valore determinato k e

P({weQ | K(w) = k}) = P(K = k) = Cyp*q" ",

infatti vi sono CF elementi di Q che hanno esattamente k successi e ciascuno di essi ha la stessa
probabilita pFgn k.

Con C* indichiamo 1'usuale coefficiente binomiale

che conta il numero di sottoinsiemi costituiti esattamente da k elementi di un insieme di n ele-
menti.

L’insieme degli eventi w con k componenti uguali a 1(s) ¢ infatti in corrispondenza biunivoca
con l'insieme dei sottoinsiemi S di {1,2,...n} formati esattamente da k elementi. Ogni w si pud
considerare come la funzione caratteristice di un tale sottoinsieme .S.

Se siamo interessati solo al numero di successi, lo spazio campione puo essere ridotto all’insieme
O =0,1,2,...,n, con le probabilita
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28 Capitolo 2. Variabili aleatoreie reali discrete

Si osservi che N
fk)=0 e > f(k)=(p+q" =1
k=0

f &la densita della variabile aleatoria K. La distribuzione (cumulativa) F della variabile aleatoria
K:
F(e) = P{K < ¢c}),

¢ data da
k k

FR) =3 16) =3 Clra™

j=0

ed ¢ detta distribuzione binomiale .

2.4 I teoremi di DeMoivre-Laplace

Teorema del limite locale (DeMoivre-Laplace). Sia P, (k) la densita binomiale e, con
0<p<leqg=1-p, fissato x € ]a,b|, sia k intero definito da

k<np+z,/npg<k+1.
k = k(n) = k(n,x) & quindi la parte intera di np + x,/npq e, posto

k—np
NI

la differenza x — z(n) (non negativa e < (npq)~2) & O(n"%).
Allora:

z(n) =

. 1 z
limy,— 400 /7PqPr, (k(n, x)) = N exp (—7) )
uniformemente per x €|a, b| .

Osservazione. Pil in generale, se k(n) & una successione tale che z(n) si mantiene limitata

in ]a, b[, allora
VPGP (k(n))

lim, 400 N T

\/—erexp( ) )

uniformemente, nel senso che dato € > 0 il rapporto dista da 1 meno di € per n maggiore di una
soglia dipendente soltanto da ,a e b.

Dimostrazione del teorema. Ricordiamo in primo luogo la formula di Stirling

1
n! = v2mnn"exp (—n) exp (0,) , [0n] < Ton-
n
Si ha
k=np+ xz(n)y/npq, n —k =nqg—x(n)y/npg — +00
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per a < x < b, con a, b fissi .

ek 2mn n"exp (—n)exp (0, — Ox — O,_x)pFq"F

_ kok
Pu(k) = Cup™d" ™" = V2rky/2n(n — k) KkF(n—k)"~Fexp (—k)exp(—(n—k)) ’

dunque
n__ n"pFq"Fexp(0)
2rk(n — k)" kk(n—Fk)yn—k

Po(k) = (
dove 0 = 0,, — 0, — 0,1, e quindi
11 1 1 1 1

1
< 5(=+—-+—7) < —(1+ + :
i 12(n k n—k) 12n( p+ av/pg/n q—b\/pq/n)

Dunque # — 0 per n — +00 , uniformemente in a < & < b e quindi exp(f) — 1 uniformemente.

n

(kz(n —k)

(np(l +z(n)\/q/np)ng(l — x(n)\/p/nQ))

_ ! 2(n) |-y 31— a(n), [ L)
= el L7 1), /o0

e quindi /npgB, — 1 uniformemente in z. Inoltre

1 L
)2: 2 =

B, =

nnpkqn—k np. ng k
nAn = In e eE = )+ (=)
k —k
= kln— —(n— k) 2L =
np nq

= —(np + z(n)y/npq) In(1 + x(n)\/nzp) — (ng — z(n)y/npq) In(1 — z(n) ﬂ) =

nq
= —(npra(m)mn) (a(n) [ L~ T O~ (ng—a(n)ypa) (—a(n) [~ TP o
np 2np nq 2ng
x(n)3q _1 2 _1
= —x(n)y/npq + —5 +0(n"2)—a(n)*q+0Mn"2)+ ..
2
+x(n)\/npq + I(T;) Py On~2)—z(n)?p+O0(n"2)+.. =
_xz(n)? a7 3 z?
=-— +O(n )——7-1-0(% ) — -5
uniformemente in x e dunque
2
An/exp(f%) -1
Pertanto
exp(#) 1 x?

VnpqPp (k) = o vnpgBp A, — \/—2_71- eXp(—?) g.e.d.
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Figura 2.1: Densita binomiale normalizzata, con n = 20 e p = 0.5 , e Normale standard

Nella Figura 1 sono riportati, in scale opportune, i grafici della funzione costante a tratti
2
Vnpq P (k(n,x)), con p = 0.5 e n = 20, e della funzione limite \/%Tr exp(—%). I tratti hanno

ampiezza 1/,/npq = 0.447.
Valore massimo di P, (k): dobbiamo studiare le disuguaglianze
Ch=1ph=1gn=h+l < Ohphgn—h > Okl ht1 n—k—1
n — n — n

)

equivalenti alle disuguaglianze

3
|
o~

n—k+1

hSEES
=Nl
hSRES]

dalle quali si ricava
np—q<k<np+p.

Vi possono essere dunque uno o due argomenti & per i quali P, (k) assume il valore massimo;
per k <np+p P,(k) & crescente, mentre per np — q < k P, (k) & decrescente.
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Teorema del limite integrale di DeMoivre-Laplace. Sia K il numero aleatorio di
successi in n prove indipendenti, in ciascuna delle quali la probabilita di successo € p, con
0 <p < 1. Fissati a < b, si ha per n — +00

K —
< P

1 b 2
<b a—/ Tt .
v/ 1pq ) V2 Ja

Dimostrazione. Si deve studiare il comportamento asintotico della probabilita dell’evento E,, =
{K € A,}, dove

ki
Ap={k | a<apln) = n;qp<b}

e, posto ¢ = min A,,, j = max A,, si introduca la funzione

f (l‘): 0 r<xi1 V I'ZSCjJrl
" VIpqPn (k) <z <appr, i<k<j

osservando che )

v 1pq

k=np+xp\/npq, Tpe1 —x) =

e, se a* < a < b < b*, per il teorema del limite locale

fn(z) = /npgPy (k) — \/%677 uniformemente su Ja*, b*[ .

Allora, essendo z;_1 <a < z; <z; <b< x4

P(En) = /apaPu(k) (w1 — z1) =

k=1
/: fn(:c)d:c/:i fn(x)dx/: Fulx)da |

Inoltre |[a—z;|, |b—z;| < 1/\/npg — 0. Per la convergenza uniforme delle f;, si trova il risultato,
che non sarebbe difficile estendere a a = —oc0 V b= +00. q.e.d.

2.5 Distribuzione multinomiale

Si considerano ancora n prove indipendenti. In ogni prova si possono presentare gli eventi
disgiunti E1, Es..., E; con probabilita p1,pa, ..., p; :

p1+p2+..+p =1 eovviamente 0 < p; < 1.

Allora la probabilita che si presentino nelle n prove esattamente k1 = k1 (n) occorrenze di Ej ...
ki = ki(n) occorrenze di Ey (3_;kj =n ) ¢ data da

n!
Pn(kl,kg,...,kl) kl'pllflpéﬁ,..p;ﬁ ’

= kel
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come si dimostra facilmente con un percorso ad ! stadi. Indicando con K la v.a. che conta il
numero di esiti F; nelle n prove, si ha:

n!

Py = h) = e (L)

P(K1 :k'l/\ngk’g) ZP(K1 :k'l)P(KQ :k‘2|K1 :k-l) .

Ma se esattamente k; prove hanno avuto esito Ej, le probabilita condizionali degli altri esiti in

ognuna delle prove rimanenti ¢ p; = p;/(1 — p1). Infatti, se EJ" & 'evento “si & verificato Ej;

%ella prova m-esima e j # 1, P(EJ"|ET")/P(ET")) = P(E)/P(E)). Sinoti che > p; = 1.
unque

n —kp)! -
P(Ky = ko| Ky = ky) = kz!(T(L - kllz kg)!p§2

Osservando che 1 — po = (1 — p1 — p2)/(1 — p1), si ottiene allora

(1= o) hhe

n!
Pl =h A Kz =k) = 2)|plf1p§2(1 —p1—pa) TR

a k‘l'k'g'(n — k/’l —k

e continuando in questo modo si giunge alla formula che si voleva dimostrare.
Se ¢; =1 —p; e pj,q; # 0, date | successioni k;(n) tali che
ki(n)=n
j=1
e tali che le i loro valori normalizzati

_ kj —np,

VP45 ’

zj; = x;(n)

che soddisfino la relazione

> wVpig =0,
J
si mantengano limitati, diciamo in ]a, b[, risulta

1
im /nl='pipa..piPo(ky, ko, .oy 7431)/(2)(T)ﬂ(37(C11If+‘12$§'"Jrql3612)/2 =1,
m

n—-+o0o

uniformemente, nel senso che dato € > 0 il rapporto dista da 1 meno di € per n maggiore di una
soglia dipendente soltanto da ,a e b.
Per n = 2 si ritrova il risultato di DeMoivre-Laplace.

2.6  Distribuzione geometrica

Come nello schema di Bermouilli si considerano prove indipendenti con probabilita p di suc-
cesso, ed ovviamente ¢ = 1 — p di fallimento in ogni prova. Questa volta il numero delle prove
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non e prefissato. Si procede fincheé non si ottiene un primo successo.

Prendiamo come spazio campione 'insieme di tutte le possibili “storie”:

Q={s,fs, ffs, [ffs ..}

e per ogni w sia N(w) il numero di caratteri in w. Dunque in w vi sono N(w) — 1 lettere f e
I'ultima lettera e s. Poniamo, in considerazione dell’indipendenza delle prove:

p(k) = P(N =k) = P(ff...fs) = ¢" 'p, dovele f sono k — 1.

Si osservi che

p(k) >0, > pg* :quj =2 -1

La variabile aleatoria N, numero di prove per un primo successo (“tempo di attesa” di un primo
sucesso), ha per densitd f(k) = p(k) = pg*~! e la distribuzione corrispondente:

n—1
F(n)=P(N <n)=Y pd*"
k=1
si dice distribuzione geometrica (si dice anche che N ¢ una variabile aleatoria geometrica) .

2.7  Distribuzione binomiale negativa (di parametri p ed )

Come nel caso della distribuzione geometrica, si considerano prove indipendenti con proba-
bilita p di successo, ed ovviamente ¢ = 1 — p di fallimento in ogni prova. Il numero delle prove
non e prefissato. Si procede finche non si ottengono esattamente r successi.

Sia ad esempio r = 3. Sia

O = {sss, fsss,sfss,ssfs, ffsss, fsfss,...},

I'insieme delle scritture w con 3 (in generale r) caratteri s, uno dei quali nell’ultima posizione, e
con n—3 (in generale n—r) caratteri f. Poniamo, in considerazione dell’ipotesi di indipendenza:

Pw)=p"¢""".
Vi sono CZ:} scritture di questo tipo, perche esse sono tante quanti i sottoinsiemi di r — 1
posizioni selezionate arbitrariamente tra le prime n — 1 posizioni, nelle quali scrivere il carattere
s. Dunque la densita di NV e:

f(n) = P({weQ | N(w) =n}) = C;1p"q" "

N si dice variabile binomiale negativa di parametrip e r e la sua distribuzione si dice distribuzione
binomiale negativa .
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2.8  Valor medio (variabili discrete)

Consideriamo in primo luogo il caso in cui 2 stesso ¢ finito o numerabile (e ogni {w} sia un
evento). Possiamo allora definire il valor medio di una v.a., necessariamente discreta, nel modo
seguente.

Definizione. Si dice valor medio (o anche valore atteso o speranza matematica) della v.a.
discreta X la quantita

E(X)=) X(@pw),
we)
dove p(w) = P({w}).
Se Q non é finito si pretende che la serie sia assolutamente convergente, perché E(X) non deve
dipendere dall’ordine dei termini della serie:

> X (w)lp(w) < +o0.

we)

In altre parole la famiglia di numeri {X (w)}wecq € sommabile.
Se non vi é convergenza assoluta si dice che X non e dotata di media.

Siano xy, 1 valori distinti che la v.a. X puo assumere e sia A, = { w | X(w) =z }. Se f(k)
¢ la probabilita del valore xy, di X, cioé se f(k) = P(Ax) = fx(xk), dove fx & la densita di X,
risulta:

+oo +oo +oo
E(X) =) Xwpw) =) > Xwpw) =) zP(A) =) zf(k).
weN k=0wecAy k=0 k=0

Se H(z) ¢ una funzione reale di variabile reale, possiamo considerare la variabile aleatoria
H(X) definita da
H(X)(w) = H(X(w)) per ogni w € .

Il suo valor medio risulta

E(H(X)) =) H(X(w)pw).

wenN

Se f(k) e la densita di X e g(j) = P(H(X)) = h;) e la densita di H, dove h; sono i valori
distinti che H puo assumere, allora

E(H(X)) = Z hig(j) =Y HX(W)pw) = > HX(W)pw) =

wenN k weAy

=Y H(z) Y plw) =Y H(m)f(k).
k

wWEA k

Linearita del valor medio:

E(cX)=cE(X), E(X+Y)=E(X)+E®Y),
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infatti

D (X (W) +Y(W)pw) = X(wpw)+ > Y (w)pw).

w

Si osservi che per una variabile costante ¢ si ha E(c) = ¢. Se ne deduce che per ogni v.a. X

E(X — E(X))=0.

Positivita e monotonia del valor medio:
X>0=EX)>0, X>Y=EX)>EY).

X > 0 significa che X (w) > 0 per tutte le w € €, tranne eventualmente quelle di un sottoin-
sieme di probabilita nulla. In modo analogo si interpreta la disuguaglianza X > Y. La prima
implicazione & conseguenzza immediata della definizione (tutti i termini X (w)p(w) della somma
che fornisce E(X) sono non negativi). La seconda implicazione ¢ immediata perché X —Y >0
e il valor medio e lineare e positivo.

Valor medio del prodotto:

in generale il valor medio del prodotto e diverso dal prodotto dei valori medi di due v.a. Ma
nel caso particolare di v.a. indipendenti si ha invece

E(XY)=EX)E(Y).
Infatti gli eventi Ag; = { w| X (w) = 2 AY (w) = y; } costituiscono una partizione di §2 e quindi,

poiché kalY =pip)

E(XY)=) X@YWhpw =) Y X@YWpw) =

weN kl weAy

= Do) = wp)(Q_um ) = BE(X)E(Y).

Nel caso di uno spazio (2 generale (non necessariamente numerabile), per una v.a.
discreta X che assume i valori zy con probabilita f(k) = fx(zk), dove fx & la densita di X,
cioe f(k) = P(Ag), dove Ay = { w | X(w) = zx } si definisce il valore atteso mediante la
formula:

+oo +0o0
B(X) =Y axP(Ax) =Y axf(k),
k=0 k=0

se la serie converge assolutamente, e quindi per essa vale la proprieta commutativa.
Se si dovesse considerare soltanto la v.a. X, si potrebbe sostituire 2 con lo spazio ridotto Q*

i cui elementi w* sono semplicemente gli interi k o i valori distinti zy, associando a ciascuno di
essi la probabilita f(k), riconducendosi in tal modo al caso di uno spazio campione numerabile.
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Molto spesso tuttavia € importante considerare simultaneamente piu v.a. X,Y, Z, ... e non sem-
pre € opporuno o possibile ricondursi ad un unico spazio campione numerabile.

Anche nel caso generale si controlla la validita delle proprieta fondamentali del valore atteso
sopra considerate (linearita, positivita e quindi monotonia). Ad esempio, se X assume i valori
xy, sui sottoinsiemi Ay (che formano una partizione di 2) e Y assume i valori y; sui sottoinsiemi
B (che formano una partizione di §2), considerando la partizione pit fine costituita dagli insiemi
Cri = A N By, si ha:

E(X+Y) =) (ax+y)P(Cr) =Y ax Y PCu)+Y y ) P(Cu)=
k l l k

k,l
=Y a2 P(Ap) + Y _uP(B) = E(X)+ E(Y) ,
k l

per la o-additivita di P.
La composizione e scomposizine delle somme ¢ lecita, ed X + Y ammette valor medio, in virtu
della convergenza assoluta delle serie che definiscono E(X) e E(Y).
2.9  Varianza e deviazione standard (variabili discrete)
Definizione. Se la v.a. X ¢ dotata di media E(X) = ux, si pone
V(X) =0k = E(X - ux)?).

Se V(X) é finita, si dice che essa ¢ la varianza di X e ox si dice deviazione standard, o
scarto quadratico medio, di X.
ox ¢ un indice importante di dispersione dei valori di X intorno alla sua media.

Regole elementari di calcolo .
V(AX) = NV (X)

V(X)=E(X - E(X))?) = E(X? - 2XE(X)+ E(X)?) = B(X?) — B(X)?

Disuguaglianza di Markov. Sia X > 0 (i suoi valori z3, sono > 0), sia p = E(X) e c un
numero reale positivo arbitrario, allora

P(X >cp) <

ol

Dimostrazione. Sia f la distribuzione di X:

p=Y aefk)> > apflk)Zep Y, f(k)=cuP(X > cp).
k

ke {klzx>cp) ke {klor>cu}

Dividendo per cu si ottiene il risultato. q.e.d.
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Disuguaglianza di Chebyshev. Sia X una v.a. dotata di media p e varianza o? e sia

A > 0 arbitrario: .
P(IX = p| 2 Ao) < ’h

Dimostrazione. Posto Y = (X — p)?, risulta Y > 0 e E(
Markov

o? e per la disuguaglianza di

Y) =
1
P(|X —p| > Xo) = P(Y > M0?) < 1z red:
La varianza ovviamente non ¢ in generale un’operazione lineare. Abbiamo gia visto che:
V(AX) = MV (X),

inoltre, se X e Y sono v.a. con media pux e py, allora
VIX+Y)=E(X+Y) ~ (ux +py)?) =
= E((X — px)* + (Y = py )2 +2(X — px)(Y — py)) = V(X) + V(Y) +2E((X — px)(Y — py))

L’ultimo addendo, diviso per 2, si dice covarianza delle v.a. X e Y e si indica con Cov(X,Y).

La variaza della somma di due v.a. e uguale alla somma delle loro varianze se e solo se la
loro covarianza si annulla:

Cou(X,Y) =0 V(X +Y)=V(X)+V(),

Una codizione sufficiente affinché cio avvenga e che le v.a. siano indipendenti. Infatti in tal
caso sono indipendenti X — E(X) e Y — E(Y) e dunque

Cov(X,Y) = E(X —pux)(Y —py)) = E(X —pux)E(Y —py) =0.

Se le v.a. Xi,Xo,...,X,, sono a due a due indipendenti (non ¢ necessaria la mutua
indipendenza), si ha

VXi+Xo+ ..+ X,)=V(X1)+V(Xa)+..+ V(X,) .

In particolare, se le v.a. X1, Xo, ..., X, sono a due a due indipendenti ed hanno stessa media
1 e varianza o2, risulta

EXi+Xo+ ..+ X,)=np, V(X1 +Xo+ ... + X,,) = no? |

X1+X2+...+Xn)zu V(X1+X2+...+Xn

1 o?
n n 2

) = —(no?) = —.

n n
I risultati riguardanti le medie non richiedono 'indipendenza, che invece ¢ presupposta (quale
condizione sufficiente, ma non necessaria) per dedurre i risultati precedenti sulle varianze. Si

osservi che la v.a. X media (aritmetica) delle v.a. X}, ha lo stesso valor medio u, ma varianza
02 /n ridotta di un fattore 1/n e quindi tendete a 0 per n — +oo0.

B
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2.10 Funzione generatrice dei momenti

Sia t un parametro reale. Si pone

+o00 tj .
mx(t) = B(e"™) = E()_ —X7),

il
j=0 J:

se il valor medio di X esiste per |t| < h (basta che esista per £h), con h sufficientemente
piccolo. La funzione mx (t) si dice funzione generatrice dei momenti della v.a. X. Si puo
dimostrare che ¢ lecito permutare 'operatore E con la serie esponenziale, e risulta:

too

Be) =Y DB,

|
=07
dunque mx (t) & sviluppabile in serie di Taylor nell’intorno dell’origine e
E(X*) = DFmx (t)|t=0.

I risultati precedenti si dimostrano facilmente ricorrendo alla teoria generale dell’integrazione.
Infatti

E(X)=Y X(w)ppw) = /Q Xdp

weN
e quindi, posto @y ={ X >0}, Q- ={ X <0 },siha
E(e*"X) < 400 = e XdP < oo = / " Xlgp < oo .
+0 Q
Ma allora !
|X |k < h—;;@h'X‘ = E(X% :/ |X¥dP < +o00

Q

e pertanto esistono i momenti di ogni ordine. Inoltre, essendo

N

kEyk N kyk
tlf HetX’lztlflSeth‘
’ k=0 ’

k=0
per ogni w, in virtu del teorema sulla convergenza dominata, si trova
—+oo
s

k!
k=0

Be¥) =Y TE(x]) .

2.11 Esempi di calcolo di medie, varianze e funzioni generatrici

Variabili K (w) binomiali.

E(K) = Z ECEpkqn=F = np.
k=0
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Si consideri infatti la funzine ausiliaria

o(a,y) = (x+y)" = 3 Chakynr,

k

(9@5 kg nk
8 x(x +y)" ZkC’

Posto x = p , y = ¢ si trova il risultato.

39

Pit facilmente si puo scrivere K = K; + Ky + ...K,,, dove K e una v.a. che prende i valori
1 e 0 con probabilita p e ¢, secondo che nella prova j-esima vi sia un successo o un fallimento.

Evidentemente E(K;) = 1p + 0¢ = p e quindi E(K) = >_; E(K;) = np.

Poiche K? = K; e quindi E(K?) = p, si ha V(K;) = E(K?) — E(K;)? =p—p®> =pq . Ma

le v.a. K; sono indipendenti e quindi V(K) = npq.

Si potrebbe anche procedere nel modo seguente:

z? 20° =n(n— 1)z (:E+y)”72:z (k — 1)CFahyn—F
022 - ’

E postoxz =p, y=q
n(n —1)p* = B(K?) - E(K), V(K) = E(K?) - B(K)* =

n(n —1)p* + np —n’p* = np(1 — p) = npq.
Per la deviazione standard si trova ox = /npq.

Per quanto concerne la funzione generatrice:
n n
— Zetzcz i n—i Z C;(pet)zqn—z — (pet + q)n.
i=0 i=0

Dunque
mx(0)=(p+q9" =1,

Dmg (t)]t=0 = n(pe’ + q)" 'pe'|=o =np , E(K)=mnp ,

D*m(t)|i=o0 = n(n — 1)(pe’ + q)"2p*e®" + n(pe’ + q)" 'pe’|=o = n(n — 1)p* + np = B(K?) ,

0? = E(K?) — E(K)* = n?p* — np® +np — n*p? = np(1 — p) = npq.

Frequenza.

Se consideriamo la frequenza (relativa) di successo in n prove: K/n , abbiamo
K K pq

E(—)=p, V(—)="".
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Applicando la disuguaglianza di Chebychev, per ogni € > 0 si ha

K pq
P{|— — > < — .
(S S
Basta infatti ricavare A dalla relazione
e=MXo = A/pg/n .

Dunque per n — +o0 tale probabilita tende a 0 . Questa ¢ una prima formulazione di una legge
(debole) dei grandi numeri.

Gioco equo.

Se ogni prova ha un costo C' e in caso di successo si ottiene un pagamento uguale ad aC, la
v.a. guadagno complessivo: G = aCK — nC ha un valor medio

E(G)=nC(ap—1) .

Dunque il “gioco & vantaggioso, equo o svantaggioso per chi sostiene il costo C' in ogni prova,
secondo che siaa >1/p,a=1/p oppure a <1/p .

Variabile N (w) geometrica.

La sua funzione generatrice dei momenti ¢ data da

t

+o0 P +o0 pe
mat) =3 ety = 2 e = 2
k=1 q k=1 q

per t sufficientemente piccolo (get < 1). Dunque

my(t)|=0 = —— =1,

pe' pe'qe
)t=0

D t)|t=0 =
R e (T

pe’ | p 1
(1—get)? (1-q? p
Dunque il tempo medio di attesa per un primo successo ¢ il reciproco della probabilita di suc-
cesso in una singola prova.

t 2t
pe 2pqe 1 2¢ 1+4¢ 2
DQmNtt=0= )t=02_+_: :EN)a
@)l ((1*qet)2 (1*qet)3| p p?  p? (
2_1+q 1_‘]
e )
P p* p
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Variabile N (w) binomiale negativa (di parametrin e r).

a) Metodo analitico. La distribuzione di N ¢ data da

n
F(n+1):z Crip g Z e d

k=r

avendo posto j = k — r ed essendo ovviamente n > r.

Conviene allora considerare la funzione ausiliaria

<= 1 g 1 1 = irr—1 1 1 27!
T _ r— j+r—1 _ r—
H(z) = Z Cirr-1? 7(7‘—1)!D Z ‘ 7(7‘—1)!D 1—z’
J=0 Jj=0

infatti D" 129t = (j+7r—1)(j +7r —2)...(j + 1)27. Allora, posto s = r — 1, vista la formula
di Leibniz:

1 s—1

H(z) = 5D (01— 2) y5308—1<*”+m*”Jﬁfﬁﬁﬁ’

essendo D'z = s(s —1)...(s —i+1)z°"" e DI(1 — 2)7' = 1.2...5(1 — 2) 177, pertanto

H(z)=(1-2)" Z i () Pl =(1-2)"11+ P=1-2)"1=1-2)".

1—2z
Dunque H(q) = (1 —¢)™" = (p)™" e F(+00) =p"(p) ™" = 1.

La funzione H(z) puo essere utilizzata per calcolare le caratteristiche della v.a. N, ad esempio
00 +
:Z kECL— %pqu T—pTZ(j—i—r CJ’;: N

:ﬁ@H%®+WH@D:pﬂmﬂqu”*+le®”?:N%+1%:—

s
Analogamente per la funzione generatrice dei momenti:
+o00 pet
mn(t) = ektcr 1. r k—r 7 7t ol 1 6 ] _ rertH e T
N() ; k— 1pq Z Jj+r—1 q =p (q ) ((1*q€t))

Con un semplice esercizio di derivazione si trova

r

E(N) = Dmy(@)li=o = E(N?) = D*my (t)=0 = ——5—
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pertanto

b) Decomposizione in v.a. pit semplici.

La variabile binomiale negativa N puo essere scritta come somma di r v.a. geometriche

indipendenti:
N=N+No+ ..+ N, ,

dove N; ¢ il tempo di attesa (numero di prove) per un primo successo, No I'ulteriore tempo di at-
tesa (ulteriore numero di prove) per un secondo successo... Chiaramente le Nj sono indipendenti
ed hanno distribuzione geometrica. Siamo in presenza di una situazione dove non vi € memoria
del passato (né influenza del futuro sul presente): la v.a. tempo di attesa per il prossimo succes-
so non & condizionata dalla storia delle prove precedenti (da come si & giunti all’ultimo successo).

Allora
E(N) = E(Ny) + E(Na) + .. + E(N,) = r(%) _ g 7
V(N)=V(N)+V(N2) +..V(N,) = r(}%) S

my(t) = E(eN?) = B(eNiHNatt Nety

t
F(eNitoNat Noty _ (_PC  \r
(NN N = ()

2.12 Distribuzione ipergeometrica

Si considera una popolazione di N individui , dei quali esattamente » hanno una determinata
caratteristica y, mentre gli altri s = N — 7 individui non hanno y. Si estrae un campione di n
individui: si possono estrarre gli elementi del campione successivamente, ma quelli gia estratti
non debbono essere pin presi in considerazione per le estrazioni successive (“estrazioni senza
reimmissione”). Tutti gli individui della popolazione possono essere estratti con ugual proba-
bilita. Piu precisamente: in ogni estrazione tutti gli individui rimasti possono essere estratti
con la stessa probabilita. Risulta dall’analisi seguente che e equivalente procedere ad una “es-
trazione in blocco”, supponendo che, qualsiasi £ < N, tutti i campioni di k¥ individui possano
essere estratti con la stessa probabilita.

Si considera la v.a. X che assume quale valore il numero di individui del campione con la
proprieta x. I valori possibili  di X sono vincolati da

x<n,z<r,edunque x < min(n,r) ;
0<z,y=n—ax<s=N-—r, edunque max(0,n —s) <z .
Per I'estrazione in blocco ¢ evidente che, considerando i casi possibili e quelli favorevoli:

Ty
PX —a) = && f ,
C'N
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formula che fornisce la densita della v.a. ipergeometrica X .

Infatti C'}; € il numero dei campioni possibili; i campioni favorevoli si costruiscono ad esempio
prima selezionando x individui tra gli 7 con la caratteristica x, cosa che si puo fare in C¥ modi
diversi e poi completando il campione con y individui selezionati tra gli s privi della caratter-
istica x, cosa che si puo fare in €'Y modi diversi. Per ciascuna delle prime C¥ selezioni si ha
sempre lo stesso numero C¥ di seconde selezioni possibili; dunque il numero totale di campioni
favorevoli si ottiene moltiplicando i due coefficienti binomiali. (Il numero di campioni favorevoli
si puo mettere in corrispondenza biunivoca con R x S,dove R ¢ I'insieme dei sottoinsiemi formati
da x elementi di un insieme di r elementi, e S & l'insieme dei sottoinsiemi formati da y elementi
di un insieme di s elementi.)

Se si conviene che C* = 0 per k > n, la formula precedente & valida per qualunque valore di x.

Esempio. Si estraggono casualmente da un mazzo di N = 52 carte n = 5 carte. La probabilita

di avere tra le 5 carte esattamente 2 assi ¢
c2c3
—448 ~ 0.0339.
Csy

Non ¢ facile calcolare le caratteristiche della v.a. X direttamente dalla densita. Meglio scom-
porre X in v.a. semplici che si presentano naturalmente nel

Caso dell’estrazioni successive senza reinserimento.

Introduciamo allora uno spazio di riferimento 2 analogo a quello introdotto per lo schema di
Bernouilli

Q={w | w=(w1,ws,..wy), con al pilt r wy =1 e al pit s wy = 0}.

Si immagina quindi di estrarre successivi elementi dalla popolazione, senza riimmissione, indi-
cando con wy = 1,0 il fatto che alla k-esima estrazione si ¢ selezionato un individuo con, o senza,
la caratteristica y. Si puo assegnare, in modo coerente con le ipotesi fatte, una probabilita ad
ogni w; ad esempio se n = 5:

s r r—1s—1 5727
" NN—-1N—-2N-3N—-4

P({(0,1,1,0,0}) P({(1,0,0,1,0}) = ...

Infatti, introducendo le v.a. Xj(w) = wy e gli eventi Ay = {X =1}, A, = {X =0}

P({0,1,1,0,0}) = P(AS N Ay N A3 N AS N AS) = P(AS)P(As N As... AS|AS) =
i T
NN-1"

P(AS)P(A3|AS)P(As N . AS|AS N Ay) = ... =

Nei calcolo precedenti si utilizza ripetutamente la regola di calcolo

P(ANB|C) = P(A|C)P(B|ANC) ,
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che si verifica immediatamente, ricordando la definizione di probabilita condizionata

P(ANBNC) PANC)PBN(ANQC))

P(C) ~  P(C)  PANC)

Si vede immediatamente che la probabilita dell’esempio non dipende dall’ordine delle wy.
Quindi ogni permutazione degli indici 1,2...n induce una bijezione 7 : Q@ —  tale che P(w) =

P(m(w)). Allora le v.a. Xi(w) = wi hanno tutte la stessa distribuzione, quella ad esempio di
Xll

T S
P(X;=1)= — . P(X; =0) = —
(Xi=1) N’ (X1=0) N
e quindi
BE(X)) = — , B(X,%) = B(X)) = —
VTN v VTN

Infatti, se ad esempio m scambia w; con wy e lascia fisse le altre componenti, posto w’ = m(w),
si ha

P(X;=1)= > Pw= Y, Prw)= Y  PW)
we{w|w;=1} we{w|w;=1} w'e{w’|w; =1}

I campioni w con lo stesso numero x di individui con la caratteristica x sono in numero di C%,
dunque

P(X =)= C= r(r—1)..r—z+1s(s—1)...(s—y+1) 7
N(N—-1)..(N—-n+1)
che coincide con il valore precedentemente calcolato per altra via, come si verifica facilmente
(x4+y=n,r+s=N):

(;)(Z)n!(Nn)! rl !

( N ) N 2l(r—a)lyl(s — y)!

n

B nl rir—=1)..(r—xz+1)s(s—1..(s—y+1)
—2l(n—z)! N(N-1)..(N—-n+1) '

Analogamente, sempre per la permutabilita delle wy a parita di probabilita, per j # k

rr—1
PX; X, =1)=P(X:1Xo=1)=— .
( J k ) ( 1A2 ) NN*].
Allora essendo X = X1 + X5 + ... + X,,, risulta
nr
BX) =3 Bl =7 .
N 9 ey T rr—1
B(X )E(Zk:XkJr;XZX])nNJrn(nl)NN_l ,
i#j
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N —n
X)=02=E(X?) - E(X)? =222 "1
Infatti
rr—1 n?r?

nLJrn(nfl) - =

N NN-1 N?
:%(N(Nflﬂj\f(nfn(r,l),(Nfl)m,):
:%(NQ—N+Nnr—N7~_Nn+N_NW+W):
:%(N(N—T)—n(N—r)).

Pil in generale si consideri la situazione seguente: una popolazione di N individui é divisa
in [ strati , rispettivamente di S1, Ss, ..., S; elementi: S1 + Sy + ...+ S, = N . Si estrae “a caso
un campione w di n elementi (n < N) . Lo spazio di riferimento & in questo caso l'insieme

di tutti i possibili campioni:
N
card(Y) = ( n ) :

Dicendo che si procede ad una scelta casuale di un campione si intende che tutti i possibili
campioni sono equiprobabili:

n

N
P =p=1/( ).
Sia X;(w) la v.a. che conta il numero di elementi di w appartenenti allo strato j-esimo :
Xi(w)+ Xo(w)+ ... + Xj(w) =n .

Dati dei numeri 0 < x; < S, tali che 1 + 2 + ... + 2; = n si chiede la probabilita P(A) che,
eseguita l'estrazione, risulti X;(w) = x; per ogni j, dove

A= {w | Xj(w) =Ty j = 1,2,,[}) .
E sufficiente contare il numero di elementi w di A. Ogni campione w € A si puo costruire con
la procedura seguente: si selezionano arbitrariamente x; elementi dal primo strato, xo elementi

dal secodo strato ... x; elementi dal [-esimo strato. Questa procedura produce una sola volta
tutti gli elementi di A, quindi:

card(A):(ii)(jz) (jﬁ)

La probabilita richiesta ¢ dunque:
< S1 ) ( S, > ( S )
( ): T ) x] _

n! (N —mn)! N!
(Il!IQ!...l‘l! (Sl — xl)'(Sg — xg)'(S — Z — l‘l)')/SﬂSQ'Sl' '
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2.13 Limite della distribuzione ipergeometrica per N — 400

Se facciamo crescere il numero N di individui della popolazione, mantenendo il rapporto
r/N = p costante, e quindi costante il rapporto (N—r)/N = ¢, al limite troviamo la distribuzione
binomiale, di parametri n e p:

=1 (r—xz+1Ds(s—1)...(s—y+1) v oy
Cn NN —1)..(N—n+1) — Gt
T nrs N —n
E(X) =nhy T V(X) = NeN_1 "

restando n ed x costanti, e quindi costante y =n — x.

2.14  Distribuzione di Poisson qual limite della distribuzione binomiale

Facciamo tendere a 400 il numero delle prove indipendenti, facendo simultaneamente tendere
a 0 la probabilita di successo nella singola prova, in modo che il prodotto np = A resti costante:

nn—1)..(n—k+1) A\ A

_ k_k n—k __ -~ _ \n—k _
fu(k) = Cpp™q" " = ] el Gl
AP A 1 2 k-1 Ak DU
= g(l - 5) (1- ﬁ)(l - 5)---(1 - T)(l - ﬁ) — ¢(k) = e k=0,1,2,..

La funzione ¢(k) & una densita

e +§ )\—k =e et =1
k! '
k=0

Una variabile aleatoria X che abbia tale densita si dice variabile di Poisson . E facile calcolarne
le caratteristiche:

+o00 k +oo Kk
)\ _ _ ()\6 ) et —
mx(t) = E(e'™) = g etkﬁe A=A E 0 eMer=1)
k=0 ’ k=0 ’

Dmx (t)|t=0 = Ae'mx (t)|t=0 = A ,
D2mX (t)|t:0 = ()\et)QmX (t)|t=0 + )\eth (t)|t:0 = )\2 + A s

dunque
E(X)=2X,

VIX)=X4+X=-X =), ox =VA.
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Capitolo 3

Variabili aleatorie reali di tipo
generale e variabili continue

3.1  Distribuzione, indipendenza

Ricordiamo che, se (2,.4, P) uno spazio di probabilita, si dice variabile aleatoria reale

(v.a.) ogni funzione
X : 00— R

misurabile, cio¢ tale che
VeeR {wef) | X(w) < cleA.

Definizione. La funzione reale di variabile reale
F(z)=P(X <x)

si dice distribuzione della v.a. X.
L’insieme { X < x } non decresce al crescere di x e quindi F' ¢ una funzione monotona non
decrescente. Inoltre

(Z):ﬂnzl{X<—n} , Q:UTL21{X<7’L}

e per le proprieta di continuita della misura di probabilita

lim F(z)=0, lim F(z)=1.

r——00 Tr——+00

Essendo F(x) una funzione monotona, ammette in ogni punto limite destro F(xz + 0) e limite
sinistro F(x — 0) e l'insieme dei punti di discontinuita (salti) ¢ al pit numerabile. Con la
definizione adottata, F risulta continua a sinistra: F(x) = F(x—0). Infatti per ogni successione
di numeri positivi a,, tendenti a 0 in modo decrescente

Fz)=P{X <z})=PU{X <z —an}) = liranP({X <xT—an}) = li7anF(x —an) ,
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per la monotonia della successione {X < x — a,} e la continuita di P.

Alcuni autori adottano la definizione: F'(z) = P({X < z}). In tal caso F risulta continua a
destra: F'(z) = F(x +0).

La distribuzione determina univocamente la probabilita di tutti gli eventi concernenti la v.a.
Piu precisamente vale la

Proposizione. Se X e Y hanno la stessa distribuzione F', per ogni Boreliano B di R
(B € B) risulta
P{w]|X(w)eB})=P{w|Y(w)eB}).

* k%
Dimostrazione. La tesi si puo scrivere nella forma P(X~1(B)) = P(Y~(B)). Consideriamo
allora la famiglia di sottoinsiemi di R
P={A|P(X7H(A)=PY(4)}.

Essa & una o-algebra, perché se A, A,, € P, con le A,, disgiunte, si ha

P(X7H(A9)) = P(XTH(A)) =1~ P(X"}(4)) =

=1-P(Y'(4)) = P(YT1(A)) = P(Y(A9)) ,

P(Xil(UnAn)) = P(UnXil(An)) = ZP(X%(A")) =

= ZP(Yil(An)) = P(Unyil(An)) = P(Yil(UnAn)) :

n

Gli intervalli | — oo, [ appartengono per ipotesi a P. Ma B ¢ la minima o-algebra alla quale tali
intervalli appartengono e quindi B C P. q.e.d.

& & &

La misura p definita sui Boreliani di R da
u(B) = P(X~(B))
¢lalegge di X. Alcuni autori chiamano p distribuzione di X e allora F’' funzione di distribuzione.

Definizione. X e Y si dicono indipendenti se e solo se, prefissati comunque gli intervalli
[a,b] e [c,d], gli eventi
B={a<X<b} e C={c<Y <d}

sono indipendenti (P(BNC) = P(B)P(C)).
Si puo vedere che é sufficiente chiedere che gli eventi

Ulr) ={X <z} e V(y) ={Y <y}
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siano indipendenti per arbitrari varori reali di x e y. (Si ossrvi che ad esempio B = U (b) — U(a)
e U(a) CU(D)).

Ricordiamo che, data una famiglia F di sottoinsiemi, si indica con o(F) la piu piccola o-
algebra contenete F. Essa viene detta la o-algebra generata da F . La defnizione e corretta
perche si vede facilmente che:

1) Se {At}ter , dove T & un insieme arbitrario, & una collezione di o-algebre, allora Nier. Az &
ancora una c-algebra.

2) Esiste almeno una o-algebra contenete F , ad esempio P(X) .

Dunque o(F) & Uintersezione di tutte le o-algebre contenenti F .

Sia X :  — S una applicazione ovunque definita e A una o-algebra in S. Allora si vede
facilmente che anche X ~1(A) ¢ una o-algebra in Q .

Sia X : Q — S una applicazione ovunque definita. Allora si puo dimostrare che

o(X7HF)) =X o(F)) .

In uno spazio topologico i Boreliani sono gli elementi della o-algebra generata dagli aperti
(o, equivalentemente, dai chiusi)

Se B é la famiglia dei Boreliani di R e X : 2 — R é una v.a. reale, la o-algebra generata da
X e definita da

Si dice che due famiglie di eventi F e G sono indipendenti se e solo se ogni F' € F e ogni
G € G sono indipendenti: P(F N G) = P(F)P(G).

Proposizione. Due v.a. reali X e Y sono indipendenti se e solo se o(X) e o(Y) sono
indipendenti.

Premettiamo alla dimostrazione alcuni importanti risultati.

Definizione. Una famiglia F di sottoinsiemi di €) si dice che é una A-classe se e solo se
QeFe:
HWEGeF, FCG=G-FeF;

2Q)F,eF, FNF,=0(#k)=U,F,eF.

In luogo di 2) si pud invece chiedere

2*)F, €F , Fy C Fuy1 = UpF, € F .
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Infatti gli insiemi F,, 1 — F,, € F per 1) e la loro unione & disgiunta e coincide con quella degli F;,.

Proposizione. Se {F;}icr , dove T & un insieme arbitrario, ¢ una collezione di A-classi,
allora NycFy € ancora una A-classe.
La dimostrazione consiste in verifiche immediate.

Si indica con A(F) la A-classe generata da F, cioé la piu piccola A-classe contenente F.

Teorema. Sia C una collezione arbitraria di eventi. La famiglia F di tutti gli eventi che
sono indipendenti da ogni elemento C' € C & una A-classe.
Dimostrazione. Basta vedere che la famiglia F¢ degli eventi indipendenti da C' & una A-classe,
perche
F =NcecFc -

In primo luogo osserviamo che €2 e indipendente da C. Siano poi G, F, F,, € Fc, con F C G e
gli F,, disgiunti:

P(G-F)NC)=P(GNC—-FNC)=P(GNC)-PFNC)=
= P(G)P(C) — P(F)P(C) = P(G — F)P(C) ;
P((UnFn)NC) = P(Up(F,NC)) =Y P(F,NC) =

=Y P(F,)P(C) = P(ULF)P(C)  qed.

Definizione. Una famiglia di eventi F si dice w-sistema se e solo se é chiusa per intersezioni
finite:
FFGeF=FNGeF.

Proposizione. Se una famiglia di eventi F é sia una A-classe che un w-sistema, allora essa
¢ una o-algebra.
Dimostrazione. Essendo F una A-classe si ha

AeF=>A=Q—-AcF.
Inoltre, se A,, € F, definendo
S1=A1, Spy1 =5, U(Apt1 — A1 NS,)

si vede per induzione che S,, € F (sono presenti soltanto intersezioni finite, differenze tra un
insieme ed un suo sottoinsieme e unioni disgiunte). Ma allora

Undp =U,S, € F

perche le S, sono una successione monotona. q.e.d.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



A Negro, Elementi di Calcolo delle Probabilita 51

Teorema (sulle \-classi o sulle classi monotone). Se F ¢ un w-sistema allora A\(F) =
a(F).
Dimostrazione. Sia
H={HeANF)|VFeFHNFe\XF)}.

Ovviamente A(F) D (H 2 F. Inoltre H ¢ una A-classe:
GHeH, HCG=G-He\F) e
VFeF (G-H)NF=GNF-HNFeMF),
quindi G — H € H,
H,eH, H, CHpi1 = Uy Hy, ENF), VFEF (UyHy) NF =U,(H,NF) € XF) .
Allora H = A(F). Sia poi
K={KeH=XNF)|VHeXNF) KNHe\F)}.
Per la prima parte della dimostrazione IC O F. Inoltre K & una A-classe:
MKeK, KCM=M-KecXF) e
VHeNF) (M-—K)NH=MnH-KnNHeMF),
quindi M — K € K;
K,eK, K, CKpy1=UyK, €XNF), VH € N(F) (UpKyn)NH=U,(K,NH)€EAF).

Allora KK = A(F) e, poiché K ¢ un 7-sistema, K & una o-algebra contenete F. D’altra parte
ovviamente A(F) C o(F) (tutti gli insiemi della prima classe devono essere presenti nella sec-
onda) e finalmente L = A\(F) = o(F). q.ed.

Possiamo ora dimostrare che se due v.a. (reali) X e Y sono indipendenti allora o(X) e o(Y)
sono indipendenti.
Dimostrazione. Sia R la famiglia degli intervalli aperti e semi-infiniti inferiormente di R, pre-
cisamente la famiglia degli insiemi | — 0o, ¢[, con ¢ reale arbitrario. o(R) = B, cioe i Boreliani di
R sono generati da R. Ovviamente R ¢ un m-sistema e tali sono dunque le famiglie X ~1(R) e
Y ~1(R), indipendenti per ipotesi. Sia

Y={F|F ¢indipendente da X (R) } .
Essendo Y una A-classe contenete il m-sistema Y ~!(R), si ha
Y2MYUR) = (Y HR)) =YX (o(R)) = Y~1(B) = (Y) .
Dunque X ~(R) e o(Y) sono indipendenti. Sia ora

X ={FE|FE ¢indipendente da o(Y) }.
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Essendo X’ una A-classe contenete il m-sistema X ~*(R), si ha
X2 AXTI(R)) = o(XH(R)) = X (0(R)) = X~1(B) = o(X) .

Dunque o(X) e 0(Y) sono indipendenti.  g.e.d.

& 8 &
Piu in generale:

Definizione. Le v.a. X1,Xs,.. X, si dicono indipendenti (mutuamente) se e solo se
prefissati comunque gli intervalli [ay, b1, [a2, b2[, ...[an, b, , gli eventi

Blz{a1§X1<b1}, BQZ{a2§X2<bQ}, Bn:{anSXn<bn}

sono mutuamente indipendenti.
E sufficiente chiedere che per valori reali arbitrari z;...z, gli eventi

U(ry) ={X1 < z1}..U(xn) = {Xn < xn}

siano mutuamente indipendenti.

Le famiglie F;,j = 1,2...n, si dicono mutuamente indipendenti se per ogni scelta di A; € F;
gli eventi Ay, As, ... A, risultano mutuamente indipendenti.

Le v.a. (reali) X1, Xs,...X,, sono mutuamente indipendenti se e solo se le o-algebre da esse
generate 0(X1),0(X2),...0(X,,) sono mutuamente indipendenti.

& & &

Osservazione. Per alcuni risultati ¢ sufficiente che le v.a. X; siano a due a due indipendenti
e non necessariamente indipendenti (mutuamente).

3.2  Valor medio

Definizione. Sia X una v.a. Si dice valor medio o speranza matematica E(X) di X
Pintegrale di X su §) rispetto alla misura di probabilita P.

Tale integrale, se esiste, ¢ definto come limite di somme (o serie) integrali. Per esempio,

posto

k k+1
Ak = Q] -<X —}.
b= {wel | T < X(w) < )

si ha

E(X) = /QXdP: 113PZ§P(A§) .
keZ
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Le serie che compaiono nella formula devono essere assolutamente convergenti (ricordiamo che
la convergenza assoluta e condizione necessaria e sufficiente per l'indipendenza della somma
dall’ordine dei termini della serie: non vogliamo che la definizione di valor medio dipenda dal-
Pordine con il quale i valori approssimanti (k/n nell’esempio) sono presi in esame).

Si indica l'integrale anche con la notazione

| xwape).

Se X,, ¢ la v.a. discreta che assume il valore k/n sull’insieme A* (le AJ , jeZ , costituis-
cono una partizione di ), X,, converge uniformemente a X su . Infatti per ogni w risulta
| Xn(w) — X(w)] < %

Pit in generale possiamo considerare una qualunque successione di v.a. discrete X,, tali che

1) X, — X uniformemente in Q :

Ve >0 v Vn > v Vwe |X,(w) — X(w)| <e;
2) X, ammette valor medio: E(X,,) = Z:E’;P(Bﬁ) ,
k

dove zF ¢ il valore costante assunto da X,, su B, le B costituiscono una partizione di € e si
chiede che la serie converga assolutamente . Allora:

E(X)= / XdP =1lim E(X,,).
Q n
Infatti e facile verificare che:

a) la convergenza uniforme delle X,, implica la convergenza delle E(X,,), in quanto
|E(X,) — E(Xm)| < / | X7 — Xm|dP < € se n,m > v opportuno ,
Q

essendo X, di Cauchy; dunque E(X,,) e di Cauchy in R e quindi converge ad un limite [;

b) il limite non dipende dalla successione approssimante, perche se Y,, converge uniforme-
mente ad X ed E(Y,) converge a m, anche la successione mista X1,Y7, X, Ya,... converge
unifomemente a X; pertanto la successione E(X1), F(Y1), ... deve convegere e allora necessaria-
mente a | = m.

E inoltre chiaro che se X & discreta e prende i valori ¥ sugli eventi B¥, il suo valor medio pué
essere definito sia direttamente, sia come integrale:

E(X):Zka(Bk)z/QXdP,

basta infatti pensare X come limite uniforme della successione approssimante costante X, X ....
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Le proprieta di linearita si conservano nel passaggio al limite e dunque
EMAX +pY)=AEX)+pE(Y) .

Inoltre, se indichiamo, ricorrendo al consueto abuso di linguaggio, con c¢ la v.a. costante uguale
a ¢, abbiamo
El)=1, BE(X-EX))=0.

Non & vero in generale che il valor medio del prodotto sia uguale al prodotto dei valori medi,
ma una condizione sufficiente ¢ che X e Y siano indipendenti. In tal caso

E(XY) = E(X)E(Y) .

Dimostriamo che E(XY) = E(X)E(Y) se X e Y sono indipendenti, supponendo per semplicita
che siano v.a. limitate. Poniamo

; J j+1 & k E+1
B ={L<x<?lT o Bay BTy
i=lex <y oo oy L
) . i i +1 kK k+1
Agsz%mcgz{%gx<%eE§Y<i},
J j k k
Xp==suB], 6 Y,=—suC),
n n

e quindi
Jk ;
XY, = 2 su Af{k .
La v.a. X,,Y,, ¢ discreta e tende uniformemente a XY

1

XY = X, Yol € 1X = X[V ] 4+ [Xal]Y = Yol < ~(sup | X|+1+sup|Y]) ,

per n sufficientemente grande perché si abbia | X,,| < |X|+ 1.
Poiche X e Y sono indipendenti

P(A}F) = P(B;)P(Cy) e

Jk ; Jk ;
E(X,Y,) = E EP(A%’]C) = E EP(B%)P(CI;) =
J.k 7,k

= (X LPm)(Y SP(Ch) = BG)E(Y,)

(la famiglia di numeri jk/n?P(A%¥) & sommabile) e quindi passando al limite si ottiene il risul-
tato. q.e.d.

La nozione di valor medio acquista particolare significato alla luce del
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Legge forte dei grandi numeri (Kolmogorov). Siano Xi, Xs,... v.a. indipendenti e
con la stessa distribuzione della v.a. X. Allora esiste p € R tale che

Xi+Xo+...+ X
P( lim 1+ X9+ + no_

n—-+oo n

p) =1

se e solo se X ammette valor medio E(X) = [, XdP. In tal caso E(X) = p.
Osserviamo che, se due v.a. X e Y hanno la stessa distribuzione F, allora E(X) = E(Y).
Infatti, per ogni n, k risulta

kE+1

Frdy - pwen | % <YW <——})

P({we | % < X(w) <

e basta allora riferirsi alla definizione dell’integrale di X e di Y.

3.3  Variabili aleatorie continue

La v.a. si dice continua se esiste una funzione reale di variabile reale f(x) integrabile (nel
senso di Lebesgue), detta densita di X, tale che per ogni intervallo [a, b si abbia

b
Pla< X <)) :/ f(z)dx .
E equivalente chiedere che per ogni zeR si abbia

F(z) = P(X < z) = /_ F(o)dt .

Valgono ovviamente le seguenti proprieta

F & continua (assolutamente) e P(a < X < b) = F(b) — F(a) .

Se B ¢ un qualunque insieme Boreliano di R, risulta

P(XeB) = /Bf(x)dx.

Essendo f integrabile, per I'assoluta continuita del’integrale, se la misura di B tende a 0 allora
P(XeB) tende a 0. Questo dimostra la continuitd di F' e permette di osservare che per ogni

valore ©
P(X=z)=0.

Naturalmente, pur valendo ’additivita numerabile, ma non essendo numerabile I'insieme dei
punti di un intervallo [a, b] di R, P([a, b[) pud essere diverso da 0 senza alcuna contraddizione.
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Se la v.a. X ammette la densita f, risulta

:/QXdP:/Rxf(x)dx

Infatti, posto A = {£ < X < Et1} i ha

k+1

/Xdp—hmz = P(AF) —hmz /

LESY k41 k41

), @ [ < [T e

dunque, sommando su k e usando la disuguaglianza triangolare

dx—/acf( Ydz| < — /f 711

Passando al limite per n — 0 si ottiene il risultato.

£l

3.4  Funzioni di variabili aleatorie
Sia H(x) una funzione reale di variabile reale Boreliana, cio¢ tale che se B C R ¢ un Bore-

liano di R, allora H~1(B) & ancora un Boreliiano di R. Perch¢ H sia Boreliana ¢ sufficiente che
per ogni ¢ H~1(]—o0, ¢[) sia un insieme di Borel. E noto che le funzioni continue sono Boreliane.

Definiamo la v.a. H(X) “funzione della v.a. X mediante la relazione
H(X)(w)=H(X(w)) ovvero H(X)=Ho X .

Se X e continua ed f € la sua densita, il valor medio di H si puo calcolare nel modo seguente

+o0 +oo
E(H(X)) = 3 H(z)f(x)dx purché[ |H(z)|f(x)de < o0 .
Sia infatti
Bl = {ul2 < H(X(@) < T2} = fulx @) e = 5L, 1)
e dunque
PB) = | fa)da
allora

|Z%P(B%)*Z H(x)f (x)da| SZ/N |% fH(x)|f(x)dg:§%,

IJ
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ma la prima serie converge a fQ H(X)dP, mentre la seconda, per la c—additivita dell’integrale
¢ uguale a [ H(x)f(z)dz. Dunque per n — +oc si ha

E(H(X)):/QH(X)dP:/RH(ac)f(x)dx.

La distribuzione di H ¢ G(y) = P(H(X) <y) .

Osservazione. Se due v.a. X e Y hanno la stessa distribuzione F' e h & una funzione
Boreliana da R in R. (cio¢ tale che per ogni Boreliano B si ha che h~1(B) & un Boreliano) allora
le v.a. h(X) e h(Y') hanno la stessa distribuzione.

Infatti, se B ¢ il Boreliano h=1(] — oo, c[))}, risulta

Frexy(e) = PUA(X) < c}) = PUX (W7 H(] — 00, c])}) = PUXTH(B)}) =

PHY~Y(B)}) = PU{Y (A7 (] = 00,c[)}) = PUA(Y) < c}) = Fiery(o)
perché, avendo X e Y la stessa distribuzione, P({X € B}) = P{Y € B}), qualsiasi ¢ € R.
Di conseguenza E(h(X)) = E(h(Y)).

La distribuzione G di H(X) puo essere eventualmente continua ed ammettere una densita

Se ad esempio H(x) = 22 ed f & la densitd di X, per ¢ > 0 si ha
+ve
G(c) = P(X?<c¢)=P(—vVe< X < +Vc) = / f(z)dz
Ve
e, posto y = 22, quindi x = +/y , dy = 2xdx , dv=dy/(£2\/y) :

AR IGRYA)) TV . [ + F(—E)
G(e) = /C NG dy + —2\/§ dy—/o NG dy

0

Dunque la densita di X? &

0 y <0
9W) = B+ (=)
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Se X e Y sono v.a. reali indipendenti e f e g sono funzioni Boreliane da R in R, allora si
pud dimostrare che f(X) e g(Y') sono indipendenti.

L S

Indicando, come al solito, con B i Boreliani di R, si ha

o(f(X)) ={(fo X)7'(B)}pen = {X ' (f ' (B)}pen € {X ' (B)}pes = 0(X) ,
perché gli eventi f~1(B) sono alcuni dei (in qulache caso tutti i) Boreliani.
Allora o(f(X)) e 0(g(Y")) sono famiglie indipendenti in quanto sottofamiglie rispettivamente di
o(X)eo(Y).

& & &

3.5  Varianza

Per variabili aleatorie reali X arbitrarie la varianza V(X) ¢
V(X) = (X - BOP) = [ (X~ BX)ap
Q
Se X e continua, con densita f, indicando con p la media di X, si ha

V) = [ @2t

La varianza si puo calcolare mediante la formula
V(X)=FE(X?) - E(X)*.
Infatti
E(X —E(X))?) = E(X? -2XE(X)+ E(X)?) = BE(X?) —2BE(X)E(X) + B(X)?
Per la varianza valgono le proprieta:
VAX) = \V(X) ;

e se le v.a. XY sono indipendenti

VIX+Y)=V(X)+V(Y).

Infatti
E((AX — E(AX))*) = EQ*(X - BE(X))?) ;
)

E((X+Y — B(X+Y))?) = B((X — E(X))*)+2B((X — E(X))(Y — E(Y))) + E((Y — E(Y))?) =
= E((X - BE(X))*) + E((Y — E(Y))?) ,
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perche il valor medio centrale, vista l'indipendenza di X,Y, e il prodotto dei valori medi, en-
trambi nulli.

Affinché la varianza della somma di due v.a. X e Y sia uguale alla somma delle loro varianze e
sufficiente (e necessario) che X e Y abbiano covarianza nulla:

Cov(X,Y) ™ B(X — E(X))(Y — E(Y))) =0 .

Ovviamente, se X e Y sono indipendenti, esse hanno covarianza nulla.

Piu in generale, se X1, Xs..., X, sono a due a due indipendenti, indicando la loro media
aritmentica con

Xi+Xo+ .+ X,
M, = Xt Xat o Xn
n

si ha

1
E(M,) =~ > B(Xy), V(M,) = — D> V(X)) .
k k
In particolare, se tutte le v.a. X} hanno la stessa media p e varianza o?

E(Mn) =K, V(Mn) - %2 :

3.6  Disuguaglianza di Chebyshev

Se X € una v.a. reale > 0 e dotata di media p > 0 finita, per ogni ¢ > 0 vale la disuguaglianza
di Markov

P(X >cp) <

ol

Infatti

u:/ X(w)dP(w)+/ X(w)dP(w) >
{wlX (w)<cp} {wlX(w)Zep}

> c,u/ dP(w) = cuP(X > cp) .
{w|X(w)Zep}

Se X ammette la densita f si ha naturalmente

+oo

POXzan)= [ flads,

cp

che si puo stimare in modo piu preciso disponendo di opportune approssimazioni di f .

La disuguaglianza di Chebychev per una v.a. dotata media p e di varianza o2 finite,

afferma che 1
P(X —pl 2 o) < .

Essa si pud dedurre immediatamente ponendo Y = (X — u)?, per la quale E(Y) = o2, e
applicando a Y la disuguaglianza di Markov, perche

P(|X — p| > co) = P(Y > c?0?) .
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Se X ammette la densita f si ha naturalmente

+oo

f(x)dx —|—/ f(z)dx .

p+co

pn—co

PAX — ] 2 o) = [

—00

Se ad esempio se X ~ N(p,0?) (v. sezione 10), introducendo Y = o~ (X — 1), che & normale
standard, si trova

1 2
P(X —pl<o)=P(Y|<1)=1-28(-1)=1— 2/ € 2 dt ~0.6826

oo V2T

2
— R ok
2 2

€
P(|X —pul<20)=P(Y|<2)=1-29(-2)=1—-2 —=dt ~ 0.9544 ,
(X — 4l < 20) = P(Y] <2) (9-1-2f =

2

-3 i
e 2

P(X —pu|<30)=P(Y|<3)=1-20(-3)=1-2 —=dt ~ 0.9974 .
(1X = 1l < 30) = P(Y| <3) =12 =

3.7  Funzione generatrice dei momenti

Per una v.a. X siindica con mxla funzione generatrice dei momenti , definita da
mx(t) = E(e'*) = / e Xdp
Q

per tutti i valori di ¢ per i quali l'integrale converge. Se X ammette la densita f, allora

+oo
mx(t) = / e f(x)dx .

—00

Supponiamo che esista ¢y > 0 tale che U'integrale precedente converga per +tg, allora mx (t) &
definita in [—to, ] ed X ammette momenti E(X*) di qualsiasi ordine:

“+o00 | 0 +oo
[ el < [ et padas [ e paan)

0 —00

Si osservi che

0 o >
/ eftga:f(x)daj + /Jr etozf(x)dm = /Jr e‘tol’lf(-f)dx )
0 _

— 00 o0

e che tf|z|F /! < el*?l. Inoltre si ha

per il teorema sulla convergenza dominata:

n k n k
|Z (t]a;) < Z |t]9;| < eltel < gltosl |
0 : 0 :

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



A Negro, Elementi di Calcolo delle Probabilita 61

Dunque, se mx (t) & definita in un intorno di 0, essa & analitica in ¢ e si ha

EX’C—ﬁ t
(X7) = Spmx(®)le=o -

Si verificano immediatamente le seguenti regole di calcolo

1) Se Y =aX +b, dove a e b sono costanti

b

my (t) = e"'mx(at) ,

infatti
E(e(aX—i-b)t) — E(e(at)Xebt) )

2) Se X eY sono indipendenti si ha
mx+y (t) = mx (t)my (1) ,

infatti
E(et(XJrY)) _ E(etXetY) _ E(etX)E(etY)

ty

perche e'X e e?¥ sono indipendenti come X e Y.

Si puo dimostrare che due v.a. hanno la stessa distribuzione se hanno la stessa funzione
generatrice dei momenti.

Esempio di applicazione. Se X7 e X5 sono v.a. indipendenti con distribuzione di Poisson di
parametri A1 e Ao, allora X7 + X5 ha funzione generatrice dei momenti

eM(e =1 Aa(e =1) _ c(AtA2)(e’~1)

e dunque X7 + X5 € una v.a. di Poisson di parametro (A1 + A2).

3.8 Distribuzione uniforme

Si dice che la v.a. X ha una distribuzione uniforme sull’intervallo [a,b] se ammette una
densita fx costante su tale intervallo e nulla fuori di esso:

0 T < a oppure x > b
fX(x){—bl a<z<b.
p—m ST s

Il valore costante deve essere ﬁ perche I'ntegrale di f su R deve valere 1.

In particolare, se si considera l'intervallo [0, 1], la densita & la funzione caratteristica dell’in-
tervallo

fx (@) =xp,1(®) -
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Figura 3.1: Densita uniforme, con a = 1,b = 3.

La distribuzione &

0 =<0
Fx(x) = z 0<zx<l1
1 z>1

Per ogni k il momento di ordine k ¢

1
1
B(X*) = / ahde = ——
e quindi il valor medio, la varianza e la deviazione standard sono

B(X) =

La funzione generatrice dei momenti e

E(etx)—/lemdax—et_1 —Z tk
) ot =Nk +1)

I coefficienti della serie permettono di ritrovare immediatamente tutti i momenti di ordine k.
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3.9 Distribuzione di Cauchy

Sia A un punto del piano a distanza R > 0 da una retta r: ad esempio, in coordinate cartesiane,
sia r Passe delle ascisse ed A(0, R). Si lanci un proiettile da A verso r in una direzione “casuale,
nel senso che la direzione di lancio forma con il semiasse negativo delle ordinate un angolo
aleatorio ¢ distribuito uniformemente nell’intervallo | — 7/2, +7/2[. Il proiettile colpisce r in un
punto di ascissa aleatoria X = R - tan(¢). Allora X & funzione di ¢ e

P(a < X <b) = P(arctan(a/R) < ¢ < arctan(b/R)) =

1 "R
= ;(arctan(b/R) —arctan(a/R)) = /a mdm .

Figura 3.2: Densita di Cauchy, con R = 1.

Dunque X ha una distribuzione continua con densita

R

90 = T
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Si dice che X ha una distribuzione di Cauchy .
La v.a. X non ammette valor medio, perche I'integrale
o0 R
/ B I
oo T(R2+22)

diverge a +0o. A maggior ragione X non ammette momenti di ordine superiore.

3.10 Distribuzione normale o di Gauss

Una v.a. si dice normale di parametri p, o2, dove o > 0, se ammette la densita

1 _==m?
- 2

Pertanto la distribuzione ¢ espressa dall’integrale

(a‘ u

dt ,

F(z) = a\/ﬁ

che non si puo esplicitare in termini di trascendenti elementari.
Per indicare che una v.a. X ha una distribuzione normale di parametri i, o? si scrive

XeN(p,0?) oppure X ~ N (p,0?) .

Spesso conviene prendere in considerazione la v.a. ausiliaria normale standard

X —
Y: M

~N(0,1) .

Infatti
p,era

o2 Jyutao

(w u)

dx

Pla<Y <b)=P(p+ac <X <p+bo)=

e quindi, posto y = ==£, dx = ody, si ha

Pla<Y <bd)= \/_/ 7_dy

Dunque la densitad normale standard e

e la distribuzione normale standard si indica con

D(x)
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L’integrale improprio € ovviamente convergente e tende a 0 per x — —oo. Inoltre

oo 2? too 2 @2 +y?)
2P (400)? :/ e*Td:c/ e*Tdy:/ e 2 dxdy=
R2

— 00 — 00

(ricorrendo a coordinate polari)

27 —+00 p2 p2
:/ d9/ e” T pdp=2n[—e T|I® =21 .
0 0

Dunque ®(+00) =1 e ® ¢ effettivamente una distribuzione di probabilita.

Nel caso della densita normale standard

¢ il valore massimo,

¢'(x) = —(2m) " Fad(x) , ¢ (x) = (2m) "2 (2? - 1)g(x)

e il grafico di ¢ ha due flessi simmetrici in +1.

Nel caso generale, la funzione generatrice dei momenti & data dall’integrale

1 Foo (z—p)?
m(t) = el®e” Tzr dx .
( ) ovV2r [oo

Riscriviamo ’esponente

(z —p)? Lo 2 2
1
= —gzl@ = (n+0™))® = p* = 2p0%t — M7 4 pi7]
o
Allora I
oo
m(t) = e“H# ! 7W x
oV 21 e
ed infine

Si ricava immediatamente

3

(t) = m(t)(p + o*t)
m” (t) = m(t)(u + o%t)* + m(t)o? .

Pertanto
EX)=p,B(X?) =p?+5*,V(X) =0?

ed i parametri p e o sono il valor medio e la deviazione standard di X.
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Figura 3.3: Densita normali, per y = —3,0,2e s =0 =0.5,1,2.

3.11 Distribuzione di Maxwell

In Teoria cinetica dei gas si ricorre, sotto opportune ipotesi (gas perfetto, stato di equilibrio,
temperatura costante) alla distribuzione di Maxwell, con densita

flv) = { g/ﬁmaige"p(*“/ﬁ) v>0

v<0

dove v ¢ il modulo della velocita v della generica molecola del gas, a > 0 e o = 2kT/m, m ¢ la
massa della molecola, k la costante di Boltzmann e T la temperatura assoluta.

E facile calcolare i momenti di una v.a. V che segue la distribuzione di Maxwell:

+oo
E(Vk) :/ ka(v)dv ,

0

ricorrendo alla sostituzione

v=ay’? | oF=akyF? | dv:ady/2y1/2.
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Figura 3.4: Densita di Maxwell, con a = o = 2, 4.

Allora si trova

k  ptoo k
E(VF) = 2a yF /2 ey gy = Q&F(k + 3) .

VT o VT2

Dunque, ricordando che I'(s + 1) = sI'(s) e che I'(1/2) = /7, si ottiene:

20 3a? 15a*
E(l)=1, BE(V)=-F%=, E(V})="F , E(VY) =
(=1, BW) =%, BV =" BV ==
L’energia cinetica & definita da E. = mV?2/2. Allora
_ (31 —8)a? o3 o
V(V) = o , V(V)—2a ,
m 3 m? 15 9 3
E(E.) = —E(V?) = kT E)=— (=~ 2)a* = 2(kT)?
(B = TE(V?) = SKT | V(B = "0(5 = Dat = S(kT)

3.12  Distribuzione esponenziale e processi di Poisson

Si consideri una situazione nella quale eventi di un determinato tipo si presentano ad istanti
casuali. Indichiamo con X (s,t) il numero di eventi che si presentano nell’intervallo [s,t[. Sup-
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porremo che siano soddisfatte le condizioni seguenti:

1) La situazione ¢ stazionaria nel senso che il numero e le modalita con le quali gli eventi si
presentano dipendono soltanto dall’ampiezza dell’intervallo e non dall’istante iniziale:

X(s,t) ~ X(0,t—s), ciotle due v.a. hanno la stessa distribuzione .

2) La storia fino all’istante s (gli eventi che si sono presentati prima dell’istante s e le modalta
con le quali si sono presentati) non influiscono sugli eventi dell’intervallo [s,¢[. Ad esempio

P(X(s5,8) =k | X(0,5) = §) = P(X(s,8) = k) .
Per semplicita scriveremo X; in luogo di X (0,¢).

3) La probabilitd che due o pit eventi si verifichino in un intervallino di tempo At &
trascurabile rispetto a At:
P(X(0,At) > 1) = o(At) .

Se indichiamo con T la v.a. “tempo di attesa perché si verifichi un primo evento, abbiamo:
P(T>t)=P(X;=0).
E facile verificare che la distribuzione di T &
Fit)=P(T<t)=1-e"",

dove A ¢ un numero positivo, detta distribuzione esponenziale di parametro \. Infatti,
essendo 7' una v.a. non negativa ed essendo indipendenti eventi riguardanti intervalli di tempo
disgiunti, la funzione

g(t) =P(T >1)

soddisfa all’equazione funzionale
gt +s) =g(t)g(s) -
Infatti si ha

P(T>t+s)=P(X(0,t+s)=0)=P(X(0,t)=0 A X(t,t+5)=0) =

=PX;=0)P(Xs=0)=PT >t)P(T > s) .
Ma g(t), essendo ovviamente noncrescente, deve avere la forma indicata, perche, posto
9(1)=P(T=1)=P(X1=0)=p,
allora deve essere

g =p.
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Dunque
1 1 k’ k
g(=)=p" . 9(=)=p
Ma per
k—1 k
——<t< =
n n
si ha b1 f
2Oy >s gt) > oa(=
9= 2 9(0) 2 o(5)

Passando al limite con k£ ed n tendenti ad infinito in modo che

lim — =t
n—-+oo n
si ottiene
g(t) =p".

Finalmente 0 < p <1 e, non considerando i casi estremi, di poco interesse, si puo porre

dunque

e finalmente
Fty=1-g(t)y=1-e*.

La densita della distribuzione esponenziale e

_ Ae ™ >0 . . ¢ e
f(:c){ 0 <0 e quindi F(t)f/o Aedx .

La funzione generatrice dei momenti e
+o0 by
m(t) = / e e Mdr = —— pert < \.

Ovviamente m(0) =1 e

A 1
ET) =m'(0)= ——=|t—o =~ .
() m() ()\_t)2|t_0 )\
Inoltre o) 9
E(T?) =m"(0) = ——5li—0 = —
( ) m ( ) ()\*t)3|t_0 )\2
e quindi
2 1 1
S Vil vl v
1
O'T—A.
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Figura 3.5: Densita esponenziale, con | =\ =1, 2.

Vediamo ora che nelle ipotesi fatte la v.a. X; ha una distribuzione di Poisson di parametro
At. Infatti, posto p(t, k) = P(X; = k), si ha

p(t,0)=P(X; =0)=P(T>t)=e Mepert -0e M =1-A+o(t),
p(dt, 1) = 1 — p(dt,0) + o(dt)

e, per I'indipendenza degli eventi su intervalli disgiunti insieme alla trascurabilita rispetto a dt
della probabilita di piu eventi in un intervallo di ampiezza dt, si ha

plt+dt,k+1) = p(t, k + D)p(dt,0) + p(t, k)p(dt, 1) + o(dt) =
= p(t, k + 1)(1 — Adt) + p(t, k)Adt + o(dt) .

Dividendo per dt e passando al limite per dt — 0 si ottiene un sistema di infinite equazioni
differenziali lineari del primo ordine, che tuttavia si possono risolvere semplicemente in modo
iterativo, conoscendo p(t,0) = exp(—At) :

d
Ep(t, E+1)==Xp(t,k+ 1)+ Mp(t, k) ,
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p(0,k+1)=0.
E facile verificare per induzione che la soluzione e data dalle formule

COLIY .

p(t, k) = ¢
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71



Capitolo 4

Densita congiunta e funzioni di
piu variabili aleatorie reali

4.1 Densita congiunta (caso discreto)

Siano X e Y v.a. reali discrete (v.a. che possono assumere un numero finito o una infinita
numerabile di valori reali « ed y). Per trattare eventi che coinvolgono entrambe le variabili &
sufficiente conoscere le probabilita

fxv(y)=PX =zeY =y).
La funzione fxy (z,y) si dice densita congiunta di X e Y. Ovviamente

fxvy(x,y) > 0 per ogni coppia (z,y) e

DD fxvlmy)=1.

4.2  Densita congiunta (caso continuo)

Siano X e Y v.a. reali. Per trattare eventi che coinvolgono entrambe le variabili e sufficiente

conoscere le probabilita
Pla<X<be c<Y <d)

per tutti i valori reali a, b, ¢, d.
Per calcolare tale probabilita e sufficiente conoscere la distribuzione congiunta di X e Y :
Fxy(z,y)=P(X <z ANY <y).
Infatti

[av b[X [C, d[: [700, b[X [700, d[f[foov b[X [7007 C[f([foov a[x [7007 d[U[*OO, a[x [700, CD
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e quindi
Pla<X<bec<Y <d)=F(bd) —F(bc)— F(a,d) + F(a,c) .

Diremo che X e Y ammettono una densita congiunta se esiste una funzione integrabile
fxy(x,y) tale che

b opd
P(a§X<bec§Y<d)://ny(x,y)da:dy.

Ovviamente

—+oo —+oo
Fxv(ey) >0, / / Frv (e, y)dedy = 1.

La densita congiunta fxy (z,y) & separatamente integrabile rispetto ad = e y (per q.0. y
e rispettivamente per q.o. z) e X ed Y ammettono le densitd fx(z) e fy(y), dette densita
marginali, fornite dalle

+o0 t+oo
fx(x) :/ Ixv(z,y)dy , fy(y) :/ Ixvy(z,y)dx .

— 0 —o00

Se X ed Y sono indipendenti e ammettono ciascuna densita fx(x), fy(y),

b d
P(a§X<bec§Y<d):P(a§X<b)P(c§Y<d)=/ fX(x)dx/ fy(y)dy

e dunque fx fy e integrabile ed esiste la densita congiunta uguale al prodotto delle densita:

Ixv(z,y) = fx (@) fy(y) -

Viceversa, se vale la formula precedente, allora X e Y sono indipendenti.

In generale, se A & un insieme Boreliano di R? ed E & I’evento
E={we | (X(w), Y (w))eA}

la probabilita di E si ottiene nel modo seguente

P(E) = //AfXY(IC,y)da:dy )

Tale risultato si potrebbe verificare facilmente tenendo conto: i) della possibilita di approssimare
A tanto bene quanto si vuole mediante unioni finite di rettangoli disgiunti del tipo [a, b[x[c, d[ ;
ii) del fatto che il risultato & vero per gli eventi corrispondenti a tali rettangoli, vista la definizione
stessa di densita congiunta; iii) dell’additivita e dell’assoluta continuita dell’integrale.

Si osservi che E & un evento perche X ed Y sono v.a. e i Boreliani di R? sono la o-algebra
generata ad esempio dai rettangoli [a.b[X[c, d[.

Universita di Torino, a.a. 2003-2004



74 Capitolo 4. Densita congiunta e funzioni di piu variabili aleatorie reali

Esempio. Siano X ed Y v.a. indipendenti e uniformi in I = [0,1]. Pertanto fx e fy sono
entrambe la funzione caratteristica x; di tale intervallo, mentre

fxv(z,y) = fx (@) fy(y) = x1(@)x1(y) = xq(x,y) ,

dove @ = I x I ¢ il quadrato unitario.
Si voglia calcolare la probabilita che la somma delle due variabili sia inferiore ad un valore
prefissato s. Si trova

P(X+Y <s)= // xo(z,y)dzdy = // dzdy .
A={(z,y)|z+y<s} ANQ

Al variare di s si ha la distribuzione Fg della v.a. S = X 4+ Y funzione di X ed Y, nel senso
usuale che per ogni w
Sw)=X+Y)(w)=Xw)+Y(w).

Dei calcoli elementari forniscono

0 s <0
2
£ 0<s<l1
Fs(s) 2 (2—s)? -
1-— 2‘5 1<s<2
1 2<s

Dunque S € una v.a. continua con densita fg lineare a tratti

0 s<0

S 0<s<1
fsG)=3 (2=s) 1<s<2

0 2<s

derivata della fuzione Fg, che ¢ derivabile a tratti.

In modo analogo per esempio

P(X+Y§56Y<t):// x+y<sdxdy'
y<t

(z,y) €Q

Ancora nell’ambito di questo esempio consideriamo il prodotto T'= XY . La sua funzione di
distribuzione Fr(t) & nulla per t < 0 e uguale a 1 per ¢t > 1, mentre per 0 <t < 1 si ha

t 1 1 L
P(T<t):P(XY<t)=// XQda:dy:/ da:/ dy+/ dx/ dy =
zy<t 0 0 t 0

_—— /1 %daz — b4 tn(@)])! = (1 In(t)) .
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Dunque T & una v.a. continua di densita

0 t<0
fr(s)=<¢ —In(t) 0<t<1
0 1<t

Si osservi che mentre Frr & continua fr non ¢ limitata (ma integrabile).

Proponiamo ancora un esempio riguardante v.a. di Cauchy.
Se X e Y sono due variabili di Cauchy indipendenti con densita

R S

gx(z) = m e gy(y) = m )

anche la loro somma Z = X +Y ¢ una v.a. di Cauchy. Infatti

RS
P Z = =
(Z <) //x+y<t7r2(R2 +22)(S% + y?) ey

con la sostituzione r =z, z =x+y

B iz
e (B2 H (S 4 (- 2)?)

L’integrale interno si puo facilmente calcolare per ogni z fissato, ad esempio con il metodo dei
residui, fornendo

¢ R+ S

P(Z<t)=/_Oo ﬂ((R+S)2+22)dZ

e la densita di Z &
R+ S

T AR+ S22+ 22

9z(2)

Se X1, X2,...X,, ... sono v.a. di Cauchy, indipendenti e di ugual densita (w(1 + 22))7!, le
loro somme

Sn=X1+Xo+..+ X,

sono v.a. di Cauchy con densita n(m(n? + 22))~!

che studieremo nel Capitolo successivo non vale.

e in questo caso il teorema centrale del limite

Cambiamento di variabili.
siano X1, X5 v.a. continue di densita congiunta f(z1,z2) e siano

Yi = Hi(X1, Xo2) , Yo = Ha(X1, Xo)

due loro funzioni, con Hi, Hs regolari. Brevemente scriviamo Y = H(X). La distribuzione
congiunta di Y7, Y5 si ottiene mediante ’integrale doppio

P(Yl < NYy < 02) = / f(l‘l,l‘g)dlﬂldQCQ ,
A
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dove
A= {(Il,xg) | H1($1,$2) < /\HQ(Il,IQ) < 02)} .

Se, posto B = {(y1,y2) | 11 < c1 Ay2 < ca} , la funzione H ¢ invertibile da B in A con inversa
K di classe C1, si puo effettuare il cambiamento di variabili z = K (y) e dunque

PV <er Ve <) = [ (RG] det K w)ldy

Se la sostituzione e possibile per tutti i valori di ¢1, cs , si vede che le nuove v.a. Y7, Y; ammet-
tono la densita congiunta f(K(y))| det K'(y)| .

4.3 Covarianza e correlazione
Siano X ed Y due v.a. Si definisce la covarianza delle due variabili nel modo seguente
Cov(X,Y) = B((X — E(X))(Y - B(Y))) =
=FEXY)-EX)EY)-EX)EY)+EX)E(Y) .
Quindi si puo calcolare la covarianza mediante la formula
Cov(X,Y)=EXY)-EX)E(Y).
Ovviamente se X =Y si ha V(X) = Cov(X, X). Inoltre

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cou(X,Y) .

Osservazione. Sia L? = L*(Q, A, P;R) lo spazio delle v.a. che ammettono momento del
secondo ordine e quindi varianza. In L? la covarianza ¢ una forma bilineare simmetrica positiva
e la varianza ¢ la seminorma (il suo annullarsi dice che la v.a. & costante) ad essa associata. Nel
sottospazio L3 delle v.a. a media nulla Cov definisce una struttura di spazio di Hilbert.

Se le due variabili sono indipenenti, poiche E(XY) = E(X)E(Y) , la covarianza si annulla.

Tuttavia annullarsi della covarianza non implica in generale che le due variabili siano in-
dipendenti. Ad esempio se X ha una densita pari: f(x) = f(—x) e ammette momenti fino al
terzo ordine, posto Y = X?

+oo
E(X):/ xf(z)dx =0,

e B
E(Y)=E(X? = 2/ 2?f(x)dr >0,
0
+oo

Cov(X,Y) = B(X®) - B(X)EBE(X?) = / 23 f(z)dr =0,

—0Q0
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ma X ed Y ovviamente non sono indipendenti e Y e funzione di X. Infatti ad esempio in
generale (cioé tranne che per v.a. speciali o particolari valori di a) si ha

P{0<X?<d®’}n{-a<X<a})=P{-a< X <a})#

#P(0<X?*<d®)P(~a< X <a)=P(-a< X <a).

Osservazione. L’evento A ¢ indipendente da sé stesso se e solo se
P(A)=P(ANA)=P(A?,

dunque se e solo se P(A) =1 oppure P(A) =0 .
Una v.a X pud essere indipendente da sé stessa solo se per ogni intervallo [a, b[ risulta P(X €
[a,b)) =00=1.

Se le v.a. X e Y ammettono una densitd comgiunta fxy (z,y), per la disuguaglianza di
Schwarz, posto per brevita p = E(X) e v = E(Y),

Cont. V)P = | [ [ (o= iy =) v e dedy <
< [ [@-wirev@ sty [ [P pereg)dody =

+o0 +oo
— [ w-wn@de [ -t

Dunque
[Cov(X,Y)[P < V(X)V(Y) .

La disuguaglianza precedente ¢ vera per v.a. arbitrarie, non essendo affatto necessaria l'e-
sistenza di una densita congiunta, ma solo medie e varianze finite.
Infatti si trova per ogni A reale

0< V(Y = 2AX) = B((Y = AX — (v = A)*) = B(MX —p) = (Y = v))*) =

= A2V(X) - 2XCov(X,Y) + V(Y) .

Considerando il discriminante del polinomio di secondo grado in A si ottiene la disuguaglianza

|Cou(X,Y)] < vV (X)V(Y)

Se le varianze non si annullano, si puo introdurre il coefficiente di correlazione (di Pearson),
quale normalizzazione della covarianza

B ~ Cov(X)Y)
P =PxXy = 7V(X)V(Y) )
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per il quale si ha
—-1<p<1.

Si puo interpretare |p| come indice della “propensione in media di scarti significativi simul-
tanei delle due v.a. dalla loro media, essendo tali scarti di segno uguale o contrario secondo la
positivita di p.

Si ha |p| =1 se e solo se X edY sono “linearmente dipendenti

Y=aX+c,

con a e ¢ costanti opportune (c in effetti & una v.a. costante con probabilitad 1), perché in tal
caso
V(Y = AX) == No% — 2 \poxoy + 0% >0

che si puo annullare se e solo se |p| = 1. In tal caso
V(Y— )\X) = ()\UX $0’y)2 s
dove necessariamente deve essere

A=a=+2 eV - AX=¢
ox

¢ una v.a. costante.
Naturalmente si ha in modo simmetrico

X=aY+c".

Coefficiente di regressione v di Y rispetto a X.
Si puo generalizzare il tema precedente della dipendenza “lineare, cercando di scomporre Y in
una parte proporzionale a X e in una parte quanto piu possibibile prossima ad una costante:
Y=XX+2Z(\).
La decomposizione ottimale si ha per il valore v di A che minimizza la varianza della v.a. Z:
V(Z(v)) = miny V(Z(\)) = miny, (\0% — 2\poxoy + 03 .
Il punto di minimo 7 si trova risolvendo ’equazione
2)\U§( —2poxoy =0 .
Pertanto

Y= V(Z() = (- p)od
0Xx
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Il valore minimo V' (Z(7)) si annulla se e solo se p = £1, nel qual caso Z & una v.a. costante.

Osserviamo ancora che risulta
Cov(X,Z(7))=0.
Infatti, essendo E(Z) = E(Y) — vE(X):
Cou(X, 2) = B((X ~ B(X))(Z - B(2)) =
= B((X = BGO)(Y =7 X = (B(Y) = yB(X)))) =
= B((X = EQ))(Y = B(Y))) = yB((X = B(X)") = poxoy —p 0% =0.

Quindi
V(Y) =7 V(X)+V(Z2) =9%0% + (1 - p*)o} =0},

come deve essere.

Osservazione. B equivalente studiare il problema della regressione nello spazio L3 sottraendo
preventivamente a X e Y le loro medie. Si trova

Yo =~vXo+ 2o,

dove vX & la proiezione ortogonale (nel senso della forma bilineare Coov ) di Yy sul sottospazio
di dimensione 1 generato da X e oviamente Z; ¢ a media nulla e ortogonale a tale sottospazio.

4.4 La distribuzione Gaussiana bivariata

Consideriamo due v.a. X e Y con densita congiunta

103 [ I S———— T 3 PR S UL DN 3

21 /(1 — p)oxoy 2(1 - p?) ox2 ox0Oy oy

dove si suppone che p? <1 e oxoy # 0.
Se introduciamo la matrice di covarianza

T ox? poxoy | = | V(X) Cov(X,Y) I
POXOY O'y2 CO’U(X,Y) V(Y)
ed il vettore delle medie i = (ux, pty), posto v = (x,y), si pud scrivere la densita nella forma

1 1
B %\/detF

e~ 3=l (v—p))

fv)

Si potrebbe facilmente dimostrare che ux, py, ox, oy, p sono rispettivamente la media di
X, la media di Y, la deviazione standard di X, la deviazione standard di Y, il coefficiente di
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Figura 4.1: Densita Gaussiana bivariata, con ox =1, oy =2, p=0.5.

correlazione di X ed Y.

Osserviamo che in questo caso se il coefficiente di correlazione p = 0, ovvero se Cov(X,Y) =
0, allora le variabili X e Y sono indipendenti. Infatti la densita congiunta & in questo caso

_ 1 (z — px)? 1 (z — py)?
f(xvy) - \/%O'X €xXp (7 20_%( ) ! \/%O'Y eXp (7W) )

ovvero il prodotto delle densita di X e Y. (Si ricordi che in generale per v.a. arbitrarie indipen-

denza implica correlazione nulla ma in caso di correlazione nulla non si ha automaticamente
indipendenza.)

Piu in generale sia Z una v.a. a valori in R™ le cui componenti Z1, Zs, ..., Z,, siano v.a.
indipendenti normali standard: Z; ~ AN(0,1). Sia A una matrice p X m e pu un vettore di
componenti fiq, ta, ..., i, € poniamo

= AA".
La v.a. X di componenti X, Xs, ..., X, data da

X=AZ+pu
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ha una distribuzione (distribuzione congiunta delle X;) detta Gaussiana multivariata N(u,T).
Si puo vedere che p é la media di X, cioe le variabili X; hanno media 1, e I' é la matrice di
covarianza delle X;:

Lij = BE((Xi — 1) (X — p5)) -

La distribuzione di X non dipende direttamente da A ma solo da I, dunque se
Y=BZ+u con BB*=T
allora X eY sono equidistribuite.

Nel caso in cui I' sia invertibile, indicando con x il vettore di componenti x1, 2, ..., Tp, la
densita congiunta delle X; é

f@) = — L deur e

(2m)"/2 \/det T

4.5  Variabili normali indipendenti

Se X1, Xo, ..., X;; sono v.a. normali indipendenti anche la loro somma segue una distribuzione
normale. Precisamente se

Xy~ N, op) e = e, 0> =Y of,
k k

risulta

X =Y Xp~N(uo®) .
k

Infatti essendo la funzione generatrice dei momenti di Xy,
Mkt+02 2
mx, (t) —=e k2
per l'indipendenza delle v.a.

2 2
mx(t) = [[mx, () = ert+o77
k

che ¢ la funzione generatrice di una v.a. normale di media p e varianza o?.

Osserviamo che, anche se le X non fossero normali, per 'indipendenza si ha

E(X)=Y E(Xz), V(X)=) V(X).
k k
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In molti casi praticamente interessanti le v.a. X} hanno la stessa media y e varianza o2.In
tal caso si ha

X:ZXkN./\/'(nu,nUQ) )
k

2

X=X o2 i, T

n n
X1 N0, 1).

a/v/n

Dumque la v.a. media X ha come media la stessa media p delle singole Xj, ma varianza
tanto minore quante pilt sono le Xj: o2 diviso n.

Questa osservazione e fondamentale per le applicazioni statistiche. Si supponga infatti di
voler stimare la media incognita p di una v.a. normale X, ipotizzando invece di conoscerne la
deviazione standard o. Si effettuano n prove indipendenti a ciascuna delle quali e associata una
v.a. X copia identica di X (cioé Xj e X hanno la stessa distribuzione: X ~ X. Prefissato
un livello « di rischio o equivalentemente un livello di confidenza 1 — «, si osserva il valore della
v.a. media X e si individua un corrispondente intervallo di confidenza [L1, Ls], dove gli estremi
Lie Lo sono v.a., tale che

PLi<pu<L)=1-«.
Se Z ~ N(0,1) e per 2,5 si ha

—+o0
/ e " /defoz/2

Za/2

(I)( Za/2 \/ﬂ

allora risulta

70[’

P(fza/Q /\/— < Za/2)

ovvero
P(X = 2420 /Vn < p < X 4 2400 /v/n) =1 —a..

Dunque l'intervallo aleatorio

[Y - Zoz/20'/\/ﬁa 7 + Za/QO—/\/ﬁ]

e un intervallo di confidenza per la stima di p con un livello di confidenza pari a 1 — a.

Il fatto che la somma di v.a. normali indipendenti sia ancora normale puo essere controllato
direttamente, senza ricorrere alle funzioni generatrici. Per semplicita consideriamo due v.a. Y;
ed Y5 normali standard ed indipendenti. Posto Y = Y; + Y5, si ha

1 2 2
PY <s)=(— 2// e~ Witv2)/2 gy dys
( ) (\/ﬂ) i tya<s Yy1a4Y2
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Effettuando il cambiamento di variabili
y1 =t —1y2, Y2 = y2 con Jacobiano uguale a 1

si trova

1 s +oo 2 2
P(Y < S) = (E)2/ dt/ dy2€_[(t_y2) +y3]/2 =
—o0 —oo

:\/1 /s dte™t/4 1 /+Oodyze(\/§y2%)2/2:
27 J 0o V2T J oo

mediante la sostituzione /2y, — % =z, con dys = dz/\/§

1 s 2,4 1 +oo 2 /9
= 7/ dte v/ —/ dze % /%2 =
\/27r\/§ S V2T J oo

d?fe_%tz/2 .

1 S
B vV 27T\/§ /—oo
Dunque Y & normale con media 0 e varianza 2.
4.6 Distribuzioni gamma

Si dice che una v.a. X segue una distribuzione gamma con parametri o e 3 se ammette la
densita

0 <0
f(z) = { 1/(F(a)ﬁo‘)xaflefz/ﬁ O<z

dove T'(s) ¢ la funzione speciale definita da
+oo
T'(s) :/ e Fdz, s>0.
0

Alcune distribuzioni classiche, legate alla distribuzione normale, sono casi particolari della dis-
tribuzione gamma, .

Ricordiamo alcune proprieta notevoli della funzione speciale T'.
ra=1,

I'(s+ 1) = sI'(s) e dunque I'(n + 1) = n! |
r(1/2) = .

Infatti
+oo
/ e Fdz=[—e 7] * =1,
0

o0 1 +o0 1
I'(s) = / 2 le ™7 dy = [2%e 7 /5] + —/ z'e *dz=-T(s+1),
0 $Jo s
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sostituendo z = t2/2 e quindi dz = tdt nell’espressione di I'(s + 1) si trova
+o0 5
I'(s+1) :/ 27525 e 2y
0
dunque per s = —1/2

I(1/2) = 21/2/+(><> e 124t = V22 )2 = T

0

Funzione generatrice per la distribuzione gamma .

—+oo —+oo
mx(t) = / et ! Ll ! / 20 e (W/B=z gy
0 [(a)se I(a)s* Jo

Con la sostituzione z = (1/5 —t)x , quindi = = Bz/(1 — ft) e dv = Bdz/(1 — (Bt), con t < 1/5 :

1 oo a—1_-—=z _ —«
mX(t):W/o 247 e Fdz = (1—pt) ™ .

Derivando si trova
m'y(t) = —a(l = Bt) (=) =aB(1 - pt) >,

i (t) = ala+ 1)F2(1 - B2 .

Per t = 0 troviamo

E(X)=a8, BE(X?)=ala+1)3*, V(X)=a*.

4.7  Distribuzioni x?

Siano Y1, Y5, ..., Y, v.a. normali standard (~ N(0,1)) e indipendenti tra loro. Calcoliamo la
distribuzione (e la densita) della v.a.

X(n) =Y+ Y8+ Y7

Per I'indipendenza, la densigz‘z czongim%ta delle Y} ¢ il prodotto delle loro densita e—vr/ 2. dunque
la densita comgiunta & e~ Witva+-+v.)/2 ¢ quindi

P(x? <u) = (2m) /2 /// ef(nyrng“'eri)/Qdyldyg...dyn .
yI+yi+...+y2<u

Ricorrendo a coordinate polari p,.S in R"™
\/’E 2
P(x? <u) = (QW)*”/Q/S dS/ e’ /Qpnfldp ,
n—1 0
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dove S™~1 & Iipersuperficie sferica unitaria in R™ di misura

2 n/2
/ s = .
gn—1 I'(n/2)
Per trovare la densita si pué procedere nel modo seguente. Si effettua la sostituzione p? =t e
quindi p = tY/2, dp = t=/2dt/2,

P2 — (97)—"/2 2rn/2 v —t/24(n=1)/2-1/2 3 /9 _
(X <’U,)—(7T) F(n/2) o € / -

1 Y tjama—1
= — t" dt .
mmeMAe

Dunque x?(n) segue una distribuzione gamma con parametri a = n/2 e 8 = 2. Ad esempio

BOEm) =n , VOEm) =2n.

Si dice che x?(n) & un v.a. x? con n gradi di liberta .

Se X1, Xa, ..., X;, sono v.a. normali con la stessa distribuzione (X3 ~ A (u, 02)) e indipenden-
ti tra loro e Y7, Y3, ..., Y,, sono le corrispondenti v.a. normali standard (~ N(0,1)), indipendenti
tra loro)

X, —
Yk = u K )
o

=y B s

k k

allora

ha una distribuzione x? con n gradi di liberta.

Si supponga di voler stimare la varianza incognita ¢ di una v.a. normale X, ipotizzando di
conoscerne la media p. Si effettuano n prove indipendenti a ciascuna delle quali e associata una
v.a. X} copia identica di X. Si osserva quindi il valore della v.a. Q% = 3, (Xi — p)?. Q*/0?
ha una distribuzione x?(n). Prefissato un livello « di rischio o equivalentemente un livello di
confidenza 1 — «, si individua un corrispondente intervallo di confidenza [S1, S| tale che

P(51§02§52):1704.
Per esempio, se f,, ¢ la densita di x?(n) , trovato Xi/2 tale che

Xi/g +oo
/ falu)du =1—a/2, cioe / fu(u)du = a/2
0 x?

«/2

e Xia/Q tale che

Xffa/2 +oo
/ fa(u)du = /2, cioe / falw)du=1-a/2,
0 X

2
1—a/2
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Figura 4.2: Densita x2(n), per n =1, 5, 9.

risulta
P(X 0 <@ <xXlp)=1-a.
Quindi
2 2
P(CQ2 <o’ < 2Q )=1-«
Xa/2 lea/2
L’intervallo aleatorio
Q? Q?
[ J
Xi/z Xia/z

¢ un intervallo di confidenza per la stima di ¢2 con livello di confidenza 1 — .

4.8 Stima simultanea di media e varianza di una variabile normale

Con prove, o misure, indipendenti ¢ anche possibile stimare sia la media che la varianza
incognite di una v.a. X, ipotizzando come prima che X ~ N(u,0?). Se X sono le v.a.
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associate alle n prove, ciascuna copia identica di X, & usuale considerare gli stimatori

Y:%%:Xke

52: 112(Xk—Y)2

n —
k

Tali stimatori sono corretti, cioe v.a. con media il parametro da stimare:

BIS?) = B0~ (X ) =
= i 1 O E(Xk =) - 2E(zk:(Xk — (X —p)+ %:E((Y —w)?) =
= L V() - 28X - (X - ) + V(X)) =
= LV (X) 2V (X) + V(X)) = ! (- )V(X) = V(X) = o?

52 permette di ottenere intervalli di confidenza per o2. Infatti la v.a.

n—1)8?
o=l DS 2) ~x*(n—-1),

g

cioe segue una distribuzione x? con n — 1 gradi di liberta.

87

Per dimostrarlo conviene introdurre in primo luogo le variabili Y, normali standard associate

alle X:

Xp—p = 1 X —pu
k o ) nEk k o

Allora
o2

SR Ut LA S VI ) ol NS
k k k

come si controlla svolgendo i calcoli seguenti
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N K X (X )

La densita congiunta delle Y e
f(yla Y2y .-ey yn) = (2,”)7“/2@7(2:)C yz)/Q

e per trovare la distribuzione di C si deve allora calcolare

P(C < u) = (27) "2 / / / D20y
Do Vim0, k)3<u

Conviene utilizzara una opportuna trasformazione lineare ortogonale delle variabili, che verra
effettuata per semplicita nel caso n = 2.

Poniamo
:y1+y2 Y1t Y2

z y A2 = T =
B ’ V2

da cui segue
2 2.2 2
Atz =Y1ty; e

+ )2
y%"‘yg_(yl 2?/2) =+ —zi=4.

Allora
. +o00 2 —22/2
P(C <u)=(2m) e “1/%dz e 2 %dzy =

— 00

1 u
- $1/2=1—t/2 04
V/m21/2 /0

Dunque in questo caso C ha una distribuzione x? con 2 — 1 gradi di liberta.
2
In generale, con un procedimento perfettamente simile, si vedrebbe che % ammette la
densita f,—1(t) nulla per t <0 e

1
Foi(t) = —2_t/2n-n/2-1
1®) I‘(”T_l)QT

cioe segue come si era detto una distribuzione x? con n — 1 gradi di liberta.

Come nel paragrafo precedente, fissato un livello di confidenza 1 — «, si trovano Xi /2 =

Xi/2(n — 1) tale che
+oo
/ fr—1(u)du = a/2
X

1/2(71—1)
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€ Xia/z = X%,a/g(n — 1) tale che

Xf,a/z(”*l)
/ fr—1(u)du = /2 .
0

Allora risulta

n—1)8?
P(X}_ape < % <Xap)=1l-a.
Quindi
-1 2 -1 2
p= VS L oS
XQ/Q lea/2

Osserviamo che le v.a. Y e x? = (n — 1)S8?/0? sono indipendenti . Infatti, per esempio nel
caso n = 2, riprendendo i calcoli precedenti, essendo /Z;/sqrt2, si ha

bv2
Pla<Y <bex?’<u))= (2#)_1/2/ e_Z%/del/ e /2 =
av2 zZ<u

Pa<Y <b)P(x* <u).

4.9 Distribuzioni t di Student

Al fine di determinare intervalli di confidenza per la media p della v.a. X consideriamo le
v.a. indipendenti

= n_:X_'ue
Y=vnY =

s (n—1)8?
Xn—1 = oz
Fomiamo quindi la v.a. o
T Y  X-—qpu
T e S/vn
n—1

e calcoliamone la distribuzione.

In generale siano Z e x§ due v.a. indipendenti, la prima normale standard e la seconda con
una distribuzione x? a ¢ gradi di libertd, e si ponga

Z

Ty=——.
Xa/q

Si dice che T, ha una distribuzione ¢ di Student con q gradi di liberta. Essa ha come densita

I'((g+1)/2) (1+ ﬁ)f(q+1)/2 .

90 = Ggrrer(g) L Ty
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90 Capitolo 4. Densita congiunta e funzioni di piu variabili aleatorie reali

Figura 4.3: Densita di Student, con ¢ = 9 gradi di liberta.

Si osservi che la lettera ¢, nella frase precedente, prima € il nome di una famiglia di distribuzioni,
poi serve a indicare una variabile reale.

Il risultato si ottiene ricorrendo alla distribuzione congiunta delle variabili Z e X3

1/2 —2? 1 1 -
f(Z7x):(27T) 1/26 /QWmQ/Q 16 /2 perx>0

e calcolando
P(T,<t)= C// 2?2 1 e=e/26=2" 124y, ,
z<t\/z/q

dove

% = V21T (q/2)29/% .

Allora

+o0 t\/x/q
P(T, <t)= C/ dz :c‘I/Q_le_x/Q/ dz e /2 =
0

—00
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con la sostituzione z = u+/z nell’integrale interno

+o0 t/
= C/ dx x(qfl)/Qefz/Q/ ﬁdu emuw'T/2 -
0

— 00

t/ +o0
= C/ ﬁdu / da g0 D/2e=Atu?)z/2
0

— 00

posto y = (1 + u?)z/2

t/\/a@ 1 2 +o00
:C/ du (%)fuw)m/o dy yTV/21 e —

— 00

q+1 t/va 1+u?,
:C’F(T)/ du (T) (+9)/2

Finalmente, ponendo s = /qu , du = ¢ V%ds , u? = s?/q :
~1/2 g 4L o [ 5%\ _(14q)/2
P(T, <t)=(2m) I'(g/2) 271 F(T)q AR ds (1+—) Die =
q

_ Tlle+1)/2) ! 5 52 (14q)/2
e L 0
q.e.d..

E bene notare che la densita g € simmetrica

Tornando alla determinazione di intervalli di confidenze per la media incognita u, dato un livello
di confidenza desiderato 1 — «, determiniamo £/, tale che

[ atas =

ta/2

e quindi
—tay2
| atss =arz,
—o0
essendo g = g,—1 la densita ¢ di Student con n — 1 gradi di liberta.
Allora

P(ftoc/2 <Th1= < ta/2) =l-a,

X —p
S/vn
pertanto

P(X —tq2S/vVn<p <X +4taS/vVn)=1-a.
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L’intervallo aleatorio (in quanto i suoi estremi sono combinazione delle v.a. X e S)

[Y—ta/QS/\/E,Y-FtQ/QS/\/ﬁ]

e un intervallo di confidenza per la stima della media u della v.a. normale X , con livello di
confidenza 1 — a.

4.10 Le variabili F e z di Fisher.

Siano X;Q, e Xﬁ due v.a. indipendenti che hanno una distribuzione y?, rispettivamente con p e ¢
gradi di libetrta. Consideriamo un loro rapporto normalizzato:

_ /P _aX
RT3 g p X
che si dice variabile F' con p e ¢ gradi di liberta.

Fisher introdusse una variabile z legata alla precedente dalle relazioni

Queste variabili si incontrano in numerose situazioni, particolarmente in test di analisi della
varianza.

Vogliamo determinare la distribuzione e la densita di F. E sufficiente considerare la variabile

Y
X:E,dove szf,, Z:X3-
La densita congiunta di Y e Z, per la loro indipendenza & (considerando solo valori positivi delle
variabili):

gy, z) = CyP/2 1,0/ 27 1= (w+2)/2

dove
1

O T

La distribuzione di X risulta

PX<z)=PY <zZ)= // gy, z)dydz =
2>0 , O<y<zz

—+o0 Tz
_c / ds »1/2-1 / dy P/ L= )12 _
0 0
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3 p=15, q=87

p=9, q=15

Figura 4.4: Densita di Fisher: v.a. X, , con parametri p=9,¢=15e p =15, = 87.

posto y = uz , dy = zdu

o0 T
= C/ dz zq/Q/ du (UZ)P/27167(1+u)z/2 _
0 0

x +oo
= C/ du up/Q_l/ dz 2P0 /2=1,—(1+u)z/2 _
0 0

postot = (14u)z/2, z=2t/(1+u), dz =2dt/(1+ u)

= C/ du up/Q_l(—)(Pﬂ)/Q/ dt tPra)/2=1,-t _
0 1+u o

R N
= CT(—-)2 e

Dunque la densita di X, ; € nulla per x <0 e uguale a

L(p+q)/2)  a?/?!
T(p/2T(a/2) L+ D) 0
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Non sarebbe difficile calcolare media e varianza di Fj, ; (Cramér [1], p.242):
E(Fpq) =q/(q—2) per q¢>2

2¢°(p+q—2)

per g > 4.
plg—2)*(¢—4)

V(Fp,q) -
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Capitolo 5

Funzioni caratteristiche e
teorema del limite centrale

5.1 Funzione caratteristica
Sia X una v.a. reale. Si dice funzione caratteristica di X la funzione a valori complessi
px(t) = B(e"™) .

La variabile ¢ & reale; per t fissato itX ¢ una v.a. complessa (cio¢ a vaori in C).
(Lo studio di una v.a. complessa Z, volendo, si puo ricondurre allo studio di due v.a. reali: la
sua parte reale e la sua parte immaginaria. Ad esempio:

E(Z) = E(RZ +iSZ) = E(RZ) +iE(3Z) ).

Nel caso discreto, se x sono i valori assunti da X e py le corrispondenti probabilita
Ox (t) _ Z eitzkpk .
k

Si noti che si tratta di una somma finita o di una serie assolutamente convergente perche
e [ =1, pp > 0e X, pp = 1.

Nel caso continuo, se fx(x) ¢ la densita di X:

+oo
ox(t) = / e fx (x)dx

— 00

e quindi la funzione caratteristica ¢ data dalla trasformata di Fourier della densita mediante la

formula: ¢(t) = F(f)(-1).
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96 Capitolo 5. Funzioni caratteristiche e teorema del limite centrale

Osservazione. Assumiamo come definizione della trasformata di Fourier
+oo )
FOO= [ e e,
— 00

come ad esempio L.Hormander. Nella letteratura si trovano varie definizioni, lievemente diverse,
che non danno luogo a modifiche delle proprieta fondamentali: invece di exp(—itz) si pud trovare
exp(itz) (I.M.Gelfand-G.E.Silov), oppure exp(—2mitz) (L.Schwatz, E.M.Stein-G.Weiss), oppure
exp(—itx)/v/2n (F.Riesz-B.Sz.Nagy, A.Kolmogorov-S.Fomin, K.Yosida).

L’integrale, essendo |e?®*| =1 ed f integrabile, ¢ ben definito.

Nel caso generale di una distribuzione Fx, non continua ovunque né puramente discreta, si
dovrebbe usare un integrale di Stietjes per costruire ¢ da F'.

Proprieta fondamentali delle funzioni caratteristiche .

Con calcoli elementari nel caso discreto, o ricordando i risulati essenziali sulla trasformata
di Fourier, si dimostrano le proprieta seguenti, valide anche per v.a. generali:

1) ¢(0) =1 e, per ogni t, p(—t) = ¢(t) e |o(t)] < 1.

2) ¢ & una funzione uniformemente continua e se X ha momenti finiti fino all’ordine k,
proprieta che nel caso continuo equivale alla convergenza degli integrali

+oo
/ o f(x)de , j=01,..k,

—00

allora ¢ e k volte derivabile con continuita. In tal caso i momenti di X sono forniti dalle formule
. 1
B(X7) = =¢{(0).
3) Se X e Y hanno la stessa funzione caratteristica allora X e ¥ hanno la stessa distribuzione.

Si puo dimostrare che che, se i punti « +h e o —h ( h > 0 ) sono punti di continuita della
distribuzione F'(x) alla quale corrisponde la funzione caratteristica ¢(t) , allora

F(r+h) - F(z —h)=_lim l/TM

e~ o (t)dt .
LN o(t)

Inoltre, se |¢| € integrabile, F' & derivabile e la sua derivata f si ottiene mediante la formula

+oo
f(@) 1/ e (1)t

:% .
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4) Se Y = bX + a allora _
py (1) = e px (bt) .

5) Se X e Y sono indipendenti
pxry(t) = ox ey (t) .

Esempi .

Se K e una variabile che assume i valori 1 e 0 con probabilita rispettivamente pe ¢ =1 — p:
pr(t) =q+pe.

Quindi se B e una variabile binomiale associata ad n prove indipendenti: B = K1 + Ks... + K,
dove le K sono copie indipendenti di K:

ep(t) = (¢+pe)" .

Se X ~ N(0,1), allora

+oo
ox(t) = (2m) 2 [

—00

it 2/2 1/2 oo —it)? /2—t2 /2
e /2 dy = (2m)"Y/ / e~ @) /272 gy —
— 00
posto z = x — it
= eit2/2(2ﬂ')71/2/ e~F /2y = e t/2
R—it
Infatti, essendo la funzione e~*"/2 analitica in tutto C e rapidamente decrescente per x — +00,
I'integrale sulla retta R — it risulta uguale a quello sul cammino omotopo R.

Ricordando la definizione della funzione generatrice dei momenti mx, si ha la relazione
ox(t) = mx/(it). Si osservi che, essendo e limitata, px ¢ sempre definita, mentre la conver-
genza dell’integrale che fornisce mx dipende dal comportamento della distribuzione.

Nel caso di una v.a. normale X ~ A(u,0?), poiché E(e*X) & definita per ogni numero
complesso z:

X — — —(r—1)2 2 2_2

E(ez ): (27T) 1/20_ 1/ e (x—p)*/(20 )dl' _ euz—i—a z9/2 ,
R

che ¢ una funzione analitica di z in tutto il piano complesso. Si ha dunque in particolare

ox(t) = emt+a2(it)2/2 _ eiutfo'2t2/2 .

La funzione caratteristica di una v.a. di Cauchy e

1 +o0 Refte
t) =~ ———dz = e "l
ent) = [ gpdo =,

come si puo vedere con un utile esercizio di applicazione del metodo dei residui.
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98 Capitolo 5. Funzioni caratteristiche e teorema del limite centrale

5.2 Il teorema di Lévy-Cramér

Riportiamo senza dimostrazione (si veda ad esempio H.Cramér [], p.96, oppure B.V.Gnedenko]])
il seguente risultato fondamentale:

Siano ¢y (t) le funzioni caratteristiche delle distribuzioni F, (z) ed esista per ogni t

e(t) = lim @ (t) .

n—-+o00

Sia inoltre ¢ continua in 0. Allora ¢(t) ¢ la funzione caratteristica di una distribuzione F(x) e
per ogni punto x nel quale F' é continua si ha

lim Fy,(z) = F(x) .

n—-+oo

Una dimostrazione molto interessante e paricolarmente istruttiva € proposta da P.Billingsley.
Essa tuttavia richiede strumenti pilt avanzati (convergenza in legge o convergenza debole di
misure, teorema di Stone-Weierstrass, famiglie “tight” di distribuzioni e compattezza relativa).

9.3 Comportamento asintotico della distribuzione binomiale

Utilizzando il teorema di Lévy-Cramér possiamo fornire una nuova e semplice dimostrazione
del teorema del limite integrale di Laplace-De Moivre.

Teorema. Sia B, una variabile binomiale associata ad n prove indipendenti, in ciascuna

delle quali la probabilita di successo ¢ p. Poniamo

B —
u:E(Bn):np,02:V(Bn):npq,Y: nTH

Allora
< B, —np

1 b 2
Pla< ——<b ~>—/ e 2dt.
( \/pq ) V2T Ja

Dimostrazione. La funzione caratteristica di Y, ¢
(,On(t) _ e*it#«/f’(peit/f’ + q)n _ e*it#«/f’(p(eit/f’ o 1) + 1)n )

Allora, poiche

; it 1¢ _
elt/a—1:;—§§+0(n 3/2) (UZ\/n_pq),
si trova
, itp 1 t2 _ 1 ,(it)? _
In(1 it/o _ 1)y = P _ 2 U 3/2y _ L2 3/2y _
n(1+ p(e ) Y +O(n ) 5P 3 +O(n )
_ip 1 N —3/2
= P+ O
Ma "
Inp,(t) = L nin(l+ p(e?/7 —1)) =
o
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essendo n(p — p?) = o?

itnp  itnp 1 1

= — =240V - -2,
o + o 2 +0(n )= 2
Pertanto L
lim ¢, (t) = e 2
n—-+4oo

La funzione limite ¢ continua ed & precisamente la funzione caratteristica di una v.a. normale
standard, inoltre la distribuzione normale standard & continua per ogni valore di x, dunque per
ogni z si ha quando n — 400

B, —np 1 /l 2
Pl——<z2) - — ez dt.
( \/ pq ) V2T J oo

Ne segue immediatamente il risultato di De Moivre-Laplace.

5.4 Il teorema del limite centrale

Il risultato precedente concernente le variabili binomiali € un caso particolare del teorema cen-
trale del limite e puo essere ampiamente generalizzato. Esistono diversi teoremi, che con ipotesi
piu o meno forti, conducono alla stessa tesi. Gia intravisto da Laplace e Gauss, fu dimostrato
nel 1901 da Liapunov; successivi risultati, che fanno uso di metodi diversi, sono associati ai nomi
di Lévy, Lindeberg, Khinchin, Feller.

Consideriamo in primo luogo un teorema concernente v.a. equidistribuite, la cui dimostrazione
segue il metodo usato per le variabili binomiali.

Teorema. (Lindeberg-Lévy) Siano X1, Xs,... v.a. mutuamente indipendenti aventi la
stessa distribuzione di media . e varianza o*. Allora la somma, v.a. dipendente da n,

Sy = X1+ Xo+ .+ X,

2

che ha media E(S,,) = nu e varianza V (S,,) = no?, & asintoticamente normale (nu,no?) nel

senso che per ogni a e b si ha

) Sy — np 1 /b 2
lim Pla< ——<b)=— e zdt.
n—+o00 ( - (ﬂ/ﬁ ) Vo Ja

Dimostrazione. Solo per semplicita sia 1 = 0 (ipotesi non restrittiva: altrimenti si ra-
gionerebbe sulle v.a. Z, = X} —p). Sia inoltre ¢(¢) la funzione caratteristica della distribuzione
comune alle singole X}, , per la quale dunque si ha

(t) =1 —o?t2/2 + o(t?) .

Poniamo poi
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100 Capitolo 5. Funzioni caratteristiche e teorema del limite centrale

che ha come funzione caratteristica

Py, (t) = o(t/ov/n)" .
Allora, per ogni t
o(t/o/m) =1 —2/2n+ o(1/n) |
In¢(t/oy/n) = —t?/2n+ o(1/n) ,
In gy, (t) = nlng(t/o/n) = —t*/2+n-o(1/n) — —t*/2 .

Si osservi che, essendo t fisso e 0% dato, mentre n — o0, scriviamo brevemente o(1/n) invece
di o(t?/no?).

Dunque

lim Ingy, (1) = —t*/2 .

—+oo

n

Ricorrendo al teorema di Lévy-Cramér si conclude la dimostrazione. q.e.d.
Passando al caso di variabili non equidistribuite enunciamo ora, senza dimostrazione, il

Teorema di Liapunov. Sia Xi, Xo, ..., X,,, ... una successione di v.a.
1) mutuamente indipendenti,
2) dotate di media e varianza finite:

E(Xy) =pme , V(Xy) =0},
3) per le quali inoltre esista d > 0 tale che siano finite le quantita E(| Xy, — u|**?) ed anzi, posto
My = pi1 + g + oo A 5 82 =V =V(X1)+V(X2) +... +V(X,),
risulti .
lim 32—1+d S EB(Xk - ) =0,

n—-+o0o
o g=1

Allora la v.a.

Sp = X1+ Xo+ ...+ X, , per la quale E(S,) = m, e V(S,) = s,

n

é asintoticamente normale (M., $p,) :

n - mn ]- b
lim P(agua)):—/ e~ Tdt .
n—-+oo Sn \/% a

O ancora, per ogni x

n X _ 1 T t2
lim P(—Zk:l( K k) <xz)= _/ e~ T dt .

— n 2
nteo V2 k=1%%

Si puo vedere che il limite ¢ uniforme in x.
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Il significato delle varie condizioni imposte per dedurre il teorema del limite centrale e
sostanzialmente la trascurabilita asintotica dei singoli addendi rispetto alla loro somma. Per
questo il teorema ha un ruolo centrale nel Calcolo delle probabilita, essendo frequenti le situ-
azioni in cui effetti o perturbazioni significative sono la risultante di numerosi effetti o pertur-
bazioni, ciascuna delle quali presa isolatamente sarebbe irrilevante.

A questo proposito, si consideri il seguente semplice esempio: sia K una v.a. che assume i
valori 1,0 con probabilita p,q e Z = K —p. Allora Z ha media nulla e varianza uguale a quella
di K, ovvero o = pq. Siano poi Ny, Na... v.a. aleatorie normali di media nulla e varianza o}

tali che
—+oo

Zaz =6? < 400
k=1

e supponiamo che tutte le v.a. Z, N siano mutuamente indipendenti. Posto

n—1

Rn—l = N1 + N2 + Nn—l R Sn =7 + Rn—l , 9271 — Zo.]%
k=1

risulta
E(Sn):()a Si:V(Sn):02+9.,21_1*>82:02+92 .

Studiamo allora il comportamento asintotico di Y,, = S,,/s,. Siano

2 .
on(t) =e /2 ok (t) =pe +q
le funzioni caratteristiche di una normale standard N e di K. Allora

2,2 . . .
on, (t) = on(ort) = e Tk 2 py(t) = e Phog (t) = pe' + ge 7",

n—1

oy, (1) = pz() T w2 =

_ (peiqt/sn + qe—ipt/sn)e—9§71t2/23i _ (peiqt/s + qe—ipt/s)e_92t2/252

)

funzione continua in ¢ e dunque funzione caratteristica di una distribuzione, la quale tuttavia non
€ una normale standard, ma e la distribuzione della somma 7" = U +V di due v.a. indipendenti:

U, che assume i valori ¢/s, —p/s con probabilita p,q e V, normale di media nulla e varianza
(% = 0?/s%. Dunque

p c—q/s 2 q c+p/s 2
P(T<C):E/ e B2d’U+E/ e 2 dv,
—00 —o0

distribuzione continua, con densita

1 _(==a/s)? _ (otp/s)?

ot e )
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In questo caso, ovviamente, la condizione di Liapunov non e soddisfatta:

n—1
B(ZP*) + 3y EGNel**) _ pg®? + qp*?

(02 +02_)+d)/2 = (02 + 62)2+d)/2 >0

e non puo quindi tendere a 0.

Se X1, X2,...X,, ... sono v.a. di Cauchy, indipendenti e di ugual densita (w(1 + 22))7!, le
loro somme
S, =X1+Xo+...+X,

sono v.a. di Cauchy con densita n(m(n? + 22))~! e in questo caso il teorema del limite centrale

non vale.
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La legge dei grandi numeri

6.1 La legge debole dei grandi numeri

Si dice che per una successione di v.a. X1, Xs..., dotate di media, vale la legge debole dei
grandi numeri se

1 n 1 n
Ve >0 lim P(|— X —— E(Xy)| <e)=1.
e>0  lim (|n; k n}; (Xk)| <)

Definizione. La successione X, di v.a. converge in probabilita alla v.a. X se e solo se
Ve>0 lImPH{we Q|| X, (w) - X(w)|<e})=1.

Equivalentemente

Ve >0 limP({w€ Q| [Xp(w) - X(w)| > e}) = 0.

Dunque la legge debole dei grandi numeri si puo formulare dicendo che

n

My = =37 (X~ (X)) — 0
k=1

in probabilita.

6.2 Convergenza quasi certa, convergenza debole e convergenza in legge

La convergenza in probabilitd & una convergenza pitt debole della convergenza puntuale (Vw €
Q M, (w) — 0), o anche solo della convergenza q.c. (lim,, P({M,, / 0} = 0). Il termine legge
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debole deriva dal fatto che debole ¢ la nozione di convergenza coinvolta.
Se X,, e X sono v.a. (reali) in Q e F,,, F sono le loro distribuzioni, allora

Teorema. La convergenza in probabilita di X,, ad X implica la convergenza di F,(c) a
F(c) in tutti i punti di continuita della funzione F, o, come si dice, implica la convergenza in
distribuzione (ovvero in legge) di X,, ad X. Si scrive

X, 2 x .

Osservazione. Si puo vedere che X,, converge ad X in distribuzione se e solo se per ogni
funzione continua e limitata f

E(f(Xn)) = E(f(X)) -

La convergenza delle distribuzioni F,, a F nei punti di continuita di F' equivale alla cosiddetta
convergenza debole delle corrispondenti misure di probabilita u, a p (leggi delle v.a. X, e X).

Dimostrazione. Per ogni n ed ¢ sia
A=A ={X-e<X,<X+e}.

Per 'ipotesi di convergenza in probabilita P(A) — 1 e P(A°) — 0 per n — +oo.
Su A
X<c—e=>X+e<e= X, <c,

dunque
P(X <c—e)=F(c—¢e) < P(X, <c)+ P(A°) = F,(c) + P(A)

e passando al limite per n — 400 e poi per € | 0 si trova succesivamente
F(c—e¢) <liminf F,(c) , F~(¢) = F(c) <liminf F,(c) .

In modo analogo, su A4,
Xp<cec=>X-—e<cec=>X<c+e

e dunque
Fo(c) < F(c+¢e)+ P(A%) .

e passando al limite per n — 400 e poi per € | 0 si trova succesivamente

limsup F,,(c) < F(c+¢) , limsup F,(c) < F'(c) .
n n

Pertanto nei punti di continuita di F', dove F*(c) = F~(c) si ha effettivamente lim,, F,,(c) =
F(c). q.ed.
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Al contrario, la convergenza delle distribuzioni non permette di avere alcuna informazione
sulla convergenza, anche solo in probabilita, delle v.a. corrispondenti. Si consideri ad esempio la
successione di v.a. definite nel seguente modo: sia 2 = [0, 1[ con P uguale alla misura standard
di Lebesgue; per ogni intero naturale n dividiamo 2 in 2" sottointervalli di uguale lunghezza
I} =[(k-1)/2™ k/2"], k=1,2,..2" (P(I}}) = 1/2"); sia X, la v.a. che assume il valore 1 sugli
intervalli di indice dispari e 0 su quelli di indice pari. Tutte le X,, hanno la stessa distribuzione:
P{X, =1})=1/2e P{X, = 0}) = 1/2, dunque F,(z) = 0 per z < 0, F,,(x) = 1/2 per
0<z<1lePF,(z) =1perz > 1 Tuttavia la successione X, non converge in probabilita,
anzi nessuna sua sottosuccessione puo convergere in probabilita: infatti, presi due indici n ed
n + p, X, assume un valore costante (0 o 1) su ciascuno dei 2" intervalli I}, dove invece X, 4p
alterna con uguale probabilita i due valori sui successivi 2P sottointervallini di ampiezza 1/2"P
nei quali I}’ e suddiviso. Allora

gn on
" 11 1
P({ |Xn_Xn+p| =1 }):ZP({ |Xn_Xn+p| =1}nl)= 29n = 9
k=1 k=1

Del resto la distribuzione di una v.a. si occupa del peso probabilistico dei valori assunti dalla
v.a., prescindendo dai punti di €2 nei quali tali valori sono assunti. V.a. che assumono valori
diversi in ogni punto, posono avere la stessa distribuzione: ad esempio se X =0su de X =1
su A°, mentre P(A) = P(A°) = 1/2, allora Y = 1 — X ha la stessa distribuzione di X, ma ¢
sempre X (w) # Y (w).

Segnaliamo tuttavia, senza dimostrazione, il seguente notevole risultato:
Teorema (Skorohod). Sia F), una successione di distribuzioni convergente alla distribuzione
F (F,(x) — F(z) in ogni punto di continuita di F'). Allora esiste uno spazio di probabilita sul

quale sono definite v.a. X,, e X, aventi distribuzione rispettivamente F;, e F', tali che X,, —» X
quasi certamente.

& & &

6.3 Il teorema di Markov, i suoi corollari e il teorema di Khinchin

Teorema di Markov.
Sia X7, Xo, ..., X,,... una successione di v.a. dotate di media e e varianza, e tali che

1 n
lim —V(> X;)=0.
k=1

n—-—+00 n2

allora per ogni € > 0

1 & 1 &
lim P(|— Xy —— E(Xg <€:1,
(7 %= 3 Bl <)

n—-+o0o
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cioe per X1, Xo, ... vale la legge debole dei grandi numeri.
Dimostrazione. Introduciamo la v.a.

1 n
A
n n ZXk B
k=1
risulta
1
kZE(Xk) V(Zn) = SV Xi)

1 k=1
e applicando la disuguaglianza di Chebychev (con € > 0 arbitrario, ponendo ¢ =¢/+/V (Z,))

E(Zn) = %

n n

P(|Z, — E(Z,)| <€) >1-V(Z,)/e* =1~ 6—12%‘/(2”: Xk)
k=1

che tende a 1 per n — +00. g.e.d.

Se le v.a. X1, X5, ... sono a due a due indipendenti la condizione di Markov diventa

1 n
— Y VI(Xi)=0.
k=1

lim
n—+4+oo N

Si ottiene allora immediatamente il seguente corollollario

Teorema di Chebychev. Sia X;, Xs,... una successione di v.a. a due a due indipendenti
aventi varianza finita e limitata da una stessa costante:

V(X)) <O, k=1,2,..,

allora per ogni € > 0 risulta

) 1 & 1
ngr}_looPﬂE E X, — — g EXp)<e)=1.
Infatti in tal caso

— 0.

1 & C
— 2 V(Xk) < P
k=1

Se inoltre tutte le v.a. hanno la stessa media E(X}) = u allora

1 n
lim P(|=) Xp—pl<e)=1.

n—-+oo n
k=1

Questo risultato e il fondamento teorico della procedura di stima di una grandezza x mediante
la media aritmetica dei valori ottenuti in n misure indipendenti che, in presenza di perturbazioni
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casuali con dispersione finita e limitata, ma in assenza di errori sistematici, forniscono i valori
L1y L2y eeey Ly -
T+ T2+ ... + Ty

- .

~

Infatti ad ogni misura indipendente si puo associare una v.a. X, supponendo che il suo valor
medio E(X}) sia uguale al valore vero x della grandezza e che i valori da essa assunti siano
distribuiti intorno ad x con una dispesione finita, limitata in modo uniforme: V(X;) < C.

Un caso particolare del Teorema di Chebychev, con v.a. aventi tutte la stessa media, ¢ il
seguente

Teorema di Bernouilli. Si consideri una successione di prove indipendenti, in ciascuna
delle quali vi ¢ una probabilita p di successo e ¢ = 1 — p di fallimento. Sia Fj, il numero di
successi in n prove e f, = F,, /n la corrispondente frequenza relativa. Allora per ogni & > 0

lim P(|f,—p|<e)=1.

n—-+o0o

Ovvero la frequenza relativa tende, in probabilita, alla probabilita p. Il risultato ¢ immediato
osservando che, associando ad ogni prova una v.a. K che assume il valore 1 in caso di successo
e 0 in caso di fallimento, le K; sono indipendenti e

E(K;)=p , V(K;)=pg=p(l—p)<1/4.

Un poco piu generale ¢ il

Teorema di Poisson. Sempre nell’ipotesi precedente di prove indipendenti, ma con prob-
abilita di successo p; variabile nelle diverse prove, si ha

|<e)=1.

lim P(|fn —

n—-+o00

p1+p2+ ... +Dn
n

Infatti, come sopra
E(Kj)=p; , V(K;)=pjq <1/4.

In tutti i risultati precedenti si considerano v.a. con varianza finita. Il seguente teorema
evita invece tale ipotesi, considerando pero soltanto variabili equidistribuite.

Teorema di Khinchin. Se le v.a. X7, Xs,... sono a due a due indipendenti ed hanno la
stessa distribuzione con media finita u, allora per ogni € > 0

: 1 ¢
nEToop“ﬁl;X’“_”' <e)=1.

Universita di Torino, a.a. 2003-2004



108 Capitolo 6. La legge dei grandi numeri

Dimostrazione. Dato n > 0 ed n intero positivo, per k = 1,2...n scomponiamo X} nel modo
seguente:
Xk =Y+ Zg ,

avendo posto

Yi=Xr Z,=0 se | Xi| < nn
Yk:() Zk:Xk se |Xk|2m]

Per ipotesi tutte le v.a. hanno la stessa distribuzione, quella ad esempio di X = X7, con media
finita p. Dunque converge l'integrale
a= / | X |dP .
Q

Le v.a. Y, hanno media e varianza finite:

un:E(Yk):/ XdP — p pern — +oo
| X |<nn

on =V (i) = /

X2dP — p? < m}/ |X|dP < nna .
| X|<nn

| X|<nn

Fissato € > 0 arbitrario, per n > v sard |u, — | < € e per la disuguaglianza di Chebychev
1 & S an
P(|E;Yk*#n| >¢) < 2

Infatti V =V (1/n Y ;_, Yi) = n/n?c2 < ane, se e = A2V, si ha A\™2 = V/e? < an/e>.
Allora, per n > v risulta

1 & an
P(|— Yi—p| >2e) < — .
(153 Vi-nlz2) < %
k=1
Osserviamo inoltre che, per n > v* opportuno,

nnP(Zy, #0) = nnP(|X| > nn) < X|dP < n?
nP( n n n,
| X|>nn

in considerazione della convergenza di f‘
Allora, essendo Z > 0,

X|zny [ XIAP a [o [ X|dP, e dunque P(Zy # 0) < n/n.

PO Zu#0) =P Ze#40) < S P(Z#0) < Y n/n=n.
k=1 k=1 k

k=1

Poniamo

1 < 1 < 1 <
Ap={=) Xp—pu|>2}, Bp={|—-> Yi—pul>2},Cr={=> Z ,
{In; K — pl > 2¢e} H”;; w—pl =2}, C {n; k7 0}
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Ovviamente
A, C(B,NCHUC,

e dunque
a
P(A,) < P(By) + P(Ca) < 5} +11.

Per Parbitrarieta di n e € si ha lim,, P(4,) = 0 e il teorema ¢ dimostrato.  g.e.d.

& & &

6.4 La legge forte dei grandi numeri

Si dice che per una successione X1, Xo,... di v.a. dotate di media vale la legge forte dei
grandi numeri se

n—+4+oo n

) 1 & 1 &
P(we)| lim |—ZXk(w)fEZE(Xk)|:O):1.
k=1 k=1

Definizione. Le v.a. X, convergono quasi certamente (q.c.) (a.s. Iin inglese: “almost
surely), o con probabilita 1, alla v.a. X se e solo se

Ploe Q] Xp(w) = X(w) } =1,

ovvero

PHweQ| Xn(w) A X(w) }=0.

Osservazione. In teoria della misura si usano le espressioni equivalenti “quasi ovunque (q.0.)
e “almost everywhere (a.e.).

Dunque vale la legge forte dei grandi numeri se e solo se

M, = zn:(xk — E(X}) =0

k=1

S|

quasi certamente.

Osservazione. Si dimostra che la convergenza quasi certa implica la convergenza in proba-
bilita. Invece la convergenza in probabilita di X,, a X non implica che X,, — X q.c. Tuttavia
si puo sempre trovare una sottosuccessione X, che converge q.c. ad X.

* ok k
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Teorema. Sia X,, convergente q.c. ad X . Allora X,, converge in probabilita ad X .
Dimostrazione. Sia C' C £ l’insieme sul quale X,, converge ad X:

C={w|VEaInvp>n |X,(lw) — X(w)| < % +.
Allora, fissato comunque j, I'insieme
Ay = O Uy { 1%, = X1 2 3}
¢ contenuto nel complementare di C' (se w € A, per infiniti indici p si ha | X, (w) - X (w)| > 1/j e
non vi puo essere convergenza in w). Essendo P(C) = 1, si ha P(A;) = 0. Ma per la decrescenza

dell’unione al crescere di n

0= P(A) = lim P(Upod X, = X| 2 5 3) > lim P({ 1X, = X[ 2 5 ).

S e

Fissato e, sia j tale che 1/j < ¢, allora
lim P({ | X, — X| > }) =0
n
e la convergenza in probabilita e stabilita. q.e.d.

Osservazione. Se X,, — X in probabilita, non necessariamente X,, — X q.c. Basta fornire un
controesempio: sia 2 = [0, 1] con P uguale alla misura di Lebesgue standard su tale intervallo;
sia

Xn,k = X[(kfl)/n,k/n[ n = 1,2, cee k= 1,2, PR A

Ordiniamo queste funzioni caratteristiche formando la successione X, = xpk,p =1+2+...(n—
1) + k . Per ogni w € [0, 1] vi sono infiniti indici p per i quali X,(w) = 1 e infiniti per i quali
Xp(w) = 0 : quindi la successione X, non converge in nessun punto. Ma ovviamente per ogni
0<exl1

1
P({ s =012 e}) = - =0

e le v.a. X, tendono a 0 in probabilita.

Teorema. Sia X,, convergente in probabilita ad X . Allora esiste una sottosuccessione X,
convergente q.c. ad X .
Dimostrazione. Siano «,, e 7, numeri positivi tali che

+o0o
li = .
nirfman 0 e Znn < 400
n=1
Selezioniamo, in virtu dell’ipotesi di convergenza in probabilita, degli indici n; < no < ... tali
che
P({|Xn, = X| = ax}) < -
Siano infine

Ay = Ui {| X, — X| > i} e B=n%4; .
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Siha Aj41 € Aj e, per la continuita di P
+o0
S m = P(4;) — P(B) .
k=3

Poiché il resto della serie tende a 0 si ottiene P(B) =0 . Ma

YweQ—-B hiank(W) =X(w) .

Infatti se w ¢ B esiste j tale che w ¢ A, , cioé per ogni k > j
w ¢ {|Xn, — X| > ar} ovvero |X,, (w) — X(w)| < af .
Ma ajp — 0 e il teorema e dimostrato.

Osservazione. Spesso ¢ importante considerare convergeze di v.a. di tipo integrale,
principalmente in LP,p > 1:

X, — X in LP @/ | Xn(w) — X(w)[PdP(w) — 0.
Q

E ben noto in teoria generale dell’integrazione che per misure finite, quali ovviamente sono le
misure di probabilita, se X,, — X in LP e ¢ < p allora X,, — X in L? e che X,, — X in L? allora
esiste una sottosuccessione X, convergente quasi certamente (anche se l'intera successione in
generale non converge g.c.)

Inoltre la convergenza in LP implica la convergenza in probabilita: per la disuguaglianza di
Markov si ha

[ X0 — X|P)
_—

P Xy~ X| 22 1) = P 1X, — XP > 27 }) < 21 0.

ep

& & &

Prima di riportare alcuni teoremi fondamentali sulla legge dei grandi numeri, premettiamo
qualche risultato di grande rilievo ed utilita in numerose questioni.

Lemma di Cantelli. Data una successione di eventi A,, tali che
+oo
> P(Ay) < +o0,
n=1

posto L
A =1limA, =N, Upspn 4, = {4, i.0. },
n
si ha P(A) = 0.

Osservazione. i.o. significa infinitely often , ovvero per infini valori dell’indice n. Infatti w € A
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se e solo se w € A,, per infiniti valori di n.
Dimostrazione. Se E, = UpsnAp, allora E, O E,.1, cioe la successione E, e generalmente
decrescente. Pertanto

P(A) =lim P(E,), ma P(E,) < Z P(A,) = 0 per n — +oo . g.e.d.

p>n

Il lemma di Cantelli puo essere integrato dal seguente risultato dovuto a Borel:

Lemma. Se gli eventi A,, sono mutuamente indipendenti e
ZP(An) =400,
n
allora, posto L
A =1limA, =N, Upsn 4, = {4, 0. },
n

si ha P(A) = 1.
Dimostrazione. Conviene considerare il complementare:

P(A%) = P(Up Npsn A5) <Y P(NpsnAS) = 0.

Perché per ogni n, per I'indipendenza delle A, si ha
P(mp>n‘4§) = H(l - P(Ap)) =0,
p>n

in virtlh della divergenza della serie )
Ricordiamo infatti che

H(l —Tp) = exp(Zln(l —z,)) — 0 se Zln(l —Tp)) — —00,

n

P(A,). qed.

p>n

come avviene certamente se la serie maggiorante ) —x, diverge a —oc.

L’insieme dei due risultati (lemma di Cantelli e lemma di Borel) sono spesso presentati con-
giuntamente come lemma di Borel-Cantelli

Molti casi interessanti di eventi per i quali si sa a priori che si verificano o con probabilita 1
o con probabilita 0 sono forniti dalla legge zero-uno di Kolmogorov.
Premettiamo alcune definizioni.

Definizione. Sia {X,},cr una famiglia arbitraria di v.a. Esse si dicono (mutuamente) in-

dipendenti se e solo se ogni sottofamiglia finita { X7, X5, ... X} & costituita da v.a. indipendenti,
dunque se le o-algebre o(X1),0(X3),...0(Xn) sono indipendenti.
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Definizione. Sia {X,},ecr una famiglia arbitraria di v.a. Con o(X, | v € T') si indica la
pili piccola o-algebra generata dalla famiglia di insiemi {X'(B) |y €T, B € B}.

Definizione. Sia X1, X5, ...X,,, ... una successione di v.a. La o-algebra
T=N"20(X,, X )
— 'n=1 ny An+l---
si dice o-algebra di coda della successione.

Teorema zero-uno di Kolmogorov. Se le v.a. X, sono indipendenti, 7 & banale, cioe se
A € 7 allora P(A) = 0 oppure P(A4) = 1.
Dimostrazione. Sia A € 7. Allora per ogni n si ha A € o(Xp41, Xnt2,...). Ma le famiglie
{ X1,X2.. X, } e { Xnt1, Xnt2,... } sono indipendenti e quindi per ogni n, A & indipendente
da {X7, Xs,..X,,} e dunque ¢ indipendente da {X;, Xo,...}. Ma A € 0(X7, X2, ...) e dunque A
¢ indipendente da sé stesso: P(A) = P(ANA) = P(A)? e P(A) =0 oppure P(A) = 1. g.e.d.

Osservazione. Eventi concernenti le v.a.
X, =lminf X,, , X* =limsupX,, , X =limX,, ,
n n n
appartengono a 7. Infatti, per ogni n:
U(X*) ) U(X*) ) U(X) c U(Xann+1a ) :

Ad esempio
{lminf X,, <c}={supinf X, <c}=nN,Up>n{ X, <c}
n n PN -

e l'ultima unione appartiene a o(X,, X511, ...).

Teorema (criterio di convergenza q.c.). Se, per ogni intero positivo r, si ha

+o00 1
> P(X, - X| > ) <+,
k=1

allora X,, — X quasi certamente.
Dimostrazione. Sia C' l'insieme dove X, converge ad X e quindi C¢ 'insieme dove X,, non
converge ad X. Per w € C°

IrVrIn > v | X, (w) — X(w)| >

Y

S | =

ovvero, posto A7, = {|X,, — X|>1/r },
CCUpNy Ups, AL = U A" | A" = @A; .

(In effetti i due insiemi coincidono).
Per lipotesi e il lemma di Cantelli P(A") = 0. Allora, per la o-subadditivita di P, si ha
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P(C°) =0. ged.

Teorema (generalizzazione del precedente criterio di convergenza q.c.). Se, per
ogni intero positivo r, esiste una successione di interi 1 = n; < ny < ...(— 400) tale che

+o0 1
ZP( max |X, —X|>-) <400,
=

nE<n<ng4i T

allora X,, — X quasi certamente.
Dimostrazione. Indicando sempre con C¢ I'insieme di non convergenza e ponendo £}, = {maxy, <n<n;, | Xn—
X|>1/r}, perw e C*

IrVngIn > ng | X, (w) — X(w)| >

S

Dunque, se n e tale che ny, <np <n <npp,we ke
C° C U, My Upsi By = U E™ | E" =TimE;, .
n

Come nel teorema precedente, per Uipotesi e il lemma di Cantelli P(E") = 0. Allora, per la
o-subadditivita di P, si ha P(C¢) = 0. q.e.d.

Disuguaglianza di Kolmogorov. Siano Xi, Xs...Xj...X,, v.a. mutuamente indipendenti
con medie i e varianze ai finite. Allora, per ogni € > 0, posto

Ak:{l (Xj—uj)|<€},EQ:AlﬂAgﬂ...ﬂAn,

-

1

J
si ha

P(E,) = P
(Eo) (lrgnggn

k n
1 2
1> (X5 — )| <e) 21—5—22% :
j=1 k=1
Dimostrazione. Non & restrittivo supporre per semplicitd g = 0 (altrimenti si ragionerebbe
sulle v.a. Y, = Xy — pg). Poniamo

k
Sk = ZX]- e dunque Ay = {|Sk| < e} .

j=1

Poniamo inoltre
E,=A1NAs..NA,_1 N A% ,

allora k e il primo indice per il quale |S;| > €, gli eventi Ej sono disgiunti e E§ = U}_, Ej.

Dunque
n

P(lglggn |Sk| > ¢€) = ];P(Ek) :

V(Sn):/sidP:Z/ S2dP > Z/ S2dP =
a2 k=0" Er k=17 Ek

Ora
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_Z/XEk (SE+2) SkX;+2 > X X;+ > X7 dP>252PEk :

>k i>ji>k >k

perche Zj>k X? >0, S?xE, > €2, le via. X;, X; sono indipendenti da Skxg,, XE, € E(X;) =
E(X;) = 0. Pertanto

1
> < —
P(1r<nka<x |Sk| > ¢e) < = SV (Sn) - q.e.d.

Siamo ora in grado di dimostrare un risultato fondamentale sulla legge forte dei grandi nu-
meri.

Teorema di Kolmogorov. Se la successione X, Xo, ... di v.a. mutuamente indipendenti
soddisfa la condizione

%
<

< +oo,
k=1

allora per essa vale la legge forte dei grandi numeri.

In virtu del secondo criterio di convergenza visto sopra, posto per ogni intero q
P, = P(m3x|sn| >e, 29 <n< 20ty

basta far vedere che per ogni € > 0 si ha

+oo
ZPq < 400 .
g=1

Ma, ricorrendo alla disuguaglianza di Kolmogorov, si ottiene

P<P(maX|S|>2q5,2q<n<2q+1g Z o3
]<2'14rl

e dunque

+
8

IS
IN
M+

ZO’

j<2q+1

=)
Il
N

=)
Il
N
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75220 Z 2724

20t1>5
Se 2° < j < 25t allora
+
4 16
SRR S
2at1>j q=s 3 3‘7

e pertanto
+oo 2
95
>P<ag Z &<
q=1
per l'ipotesi del teorema. q.e.d.

& & &

Segue immediatamente come corollario il seguente teorema, gia dimostrato nel 1909:

Teorema di Borel. Si consideri uno schema binomiale di prove indipendenti, ciascuna con
probabilita p di successo e ¢ = 1 — p di fallimento. Sia f,, = la frequenza relativa dei sucessi
nelle prime n prove. Allora

P( lim f,=p)=1.

n—-+o0o

Infatti la serie
—+oo

>
k2

k=1
converge.

Ricordiamo infine il seguente risultato, gia segnalato precedentemete, anch’esso dovuto a
Kolmogorov.

Teorema. Per una successione di v.a. Xj Iidenticamente distribuite, cio¢ tutte con la
distribuzione uguale a quella di una stessa v.a. X (X ~ X ), e mutuamente indipendenti vale
la legge forte dei grandi numeri se esse ammettono valor medio finito:

X1+ Xo 4 oo+ X,
/|X|dP<+oo ~ P(lim SrtfAeted :/ XdP) =1,
Q Q

n—-+4oo n

e viceversa, se la loro media aritmetica (X1 + X2+ ...+ X,,)/n converge quasi certamente ad un
limite finito, allora esse ammettono valor medio finito, uguale a tale limite:

X1+ X0+ +X,
P( lim 1+ X+ ..+

n—-+4oo n

:u):l,ueRﬁ/Q|X|dP<+oo e u:/QXdP.
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Dimostrazione. Cominciando dalla seconda parte, osserviamo che X & integrabile se (e solo
se)

+oo
S PUIX| 21 }) < 4oc .

Infatti in tal caso, essendo

+00 400 +o0 e
S PUIXIZn ) =SS PUk<|X| <k+1}) =3 (k+ )Pk < |X]| <k+1}).
n=0 n=0 k=n k=0

la v.a. discreta F(w) = (k+ 1) per w € {k < |X| < k+ 1 }, dominante X, risulta integrabile e
basta allora applicare il teorema sulla convergenza dominata. (Inversamente se X & integrabile,
allora, essendo F' — 1 < |X|, anche F ¢ integrabile e la prima serie converge).
Ma, ponendo S, = X1+ X2+ ... + X,,, si ha

Sn Xn Sn - Snfl Sn n—1 Snfl

— >y gqge 5 —=———=—— — — 0 q.c
n n n n n n-—1

e allora, se A, = {|X,,| > n } = {|X,/n| > 1}, puo risultare che A, si verifichi per infiniti
indici n solo con probabilita 0:
P(ﬂk Un>k An) =0

Allora, in considerazione del lemma di Borel-Cantelli e poiché X,, ~ X, deve essere

+00 oo
S UK Zn ) =Y PUIX| 20 }) < 2

ed X ammette valor medio finito E(X). Quando avremo dimostrato la prima parte della tesi
risultera, in virtlt dell’unicita del limite, che necessariamente p = E(X).

Per quanto concerne la prima parte, osserviamo in primo luogo che non & restrittivo supporre
E(X) = 0, altrimenti ragioneremmo sulla successione X, — E(X). Usiamo poi un metodo di
troncamento simile a quello impiegato nella dimostrazione del teorema di Khintchin, ponendo

v X, sel|X,l<n
0 se | Xn| >n

Allora, essendo le X, identicamente ditribuite (con la distribuzione di X):

M:

V(Y,) SE(Y) <) (k+1)°P{k < |X[<k+1})

k=0
e quindi
—+o0 —+oo n
V(Ya) 1
<Y S R PPk X <k 1)) =
n=1 n=1"" k=0

+o0 n
1
_ 2
*E (k+1)"PHk<|X|<k+1}) E 5 < E (k+1)PH{E<|X|<k+1}<+o00,
k=0 n>max(k,1) k=0
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perché, per k > 1:

1 1 1 1 1 1 1 1
— < — _ = — _— — — ) = — — <
Z712_I<:2+Zn(n—1) k:2+nz>k((n—1) n) 2+k_

n>k n>k

EN N

e 2(k +1)2/k < 4(k + 1). Dunque per la successione Y;, vale la legge forte dei grandi numeri e
dunque, posto py = E(Yy):

P( lim (Yl - Ml) + (}/2 - MQ) + (Yn - Mn)

n—-+o00 n

—0)=1.

L’esistenza di E(X) finita e il fatto che X,, ha la stessa distribuzione di X implicano che,
indicando con x,, la funzione caratteristica di |z| < n:

po= [ XadP = [ Xoxn(Xa)iP =
| Xn|<n Q

:/Xxn(X)dP:/ XdP 0.
Q | X|<n

Dunque anche
I p1 4 2+
im ————

n—-+oo n

=0.
Sia C' I'nsieme dove per infiniti valori dell’indice n si ha X,, # Y,:
C:ﬁNUnzN{Xn#Yn}.

Allora risulta
P(C) = li]{fnP(UnZN{ X, 7é Y, }) 5

P(UnZN{ Xn#Yy }) < ZP({ Xn#Yy }) = ZP({|Xn|2n})HOv
n>N n>N

perché X ¢ integrabile e quindi la serie ) P({|X,| > n}) converge. Dunque P(C) = 0.
Ma sul complementare C¢, che ha probabilita 1, si ha definitivamente X,, =Y, e dunque

Yi+ Yot .Y, X1+ Xo+ . Xy

lim lim 0=E(X).
n——4oo n n—-—4oo n
q.e.d.
& & &

Osservazione. La legge dei grandi numeri, debole o forte, non fornisce alcuna “certezza sul
comportamento asintotico delle medie aritmetiche. I risultati indicano soltanto che la proba-
bilita di deviazioni significative dal valor medio sono “trascurabili. Nel caso della legge debole si
afferma che la probabilita di uno scostamento, comunque prefissato, della media aritmetica dal
suo valor medio puo essere resa arbitrariamente piccola per n sufficientemente grande. Nel caso
della legge forte si afferma che la probabilita di non convergenza della differenza della media
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aritmetica dal suo valor medio ¢ nulla (ma non impossibile).
Anche se questi risultati “suggeriscono di interpretare la probabilitd come limite della fre-

quenza, essi non “dimostrano che la probabilita si ottiene come limite (nel senso ordinario) della
frequenza.
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